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Feuille 5 — Estimateurs ponctuels

Dans cette feuille, toutes les variables aléatoires sont définies sur un espace de probabilité (02, A, P).

Exercice 1 (Comparaison d’estimateurs). On consideére le modele statistique (B(6))ge(.,1j- Pour
tout n € N*, on définit deux estimateurs de 6 basés sur le n-échantillon (X1,...,X,) :

— 1 & 1 -~
X,=-) X t T, = 1 X .

Pour tout n € N* et 6 € [0; 1], déterminer les biais de X,, et T}, en 6.

Pour tout n € N* et 6 € [0; 1], déterminer les risques de X, et T}, en 6.
Parmi les estimateurs X,, et T},, 'un domine-t-il 'autre ? Si oui, lequel ?

Les estimateurs X,, et T}, sont-ils consistants ? Fortement consistants ?
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Etudier la normalité asymptotique de X,,.

Exercice 2 (Estimations de gaussiennes). On considére le modéle (j\/'(,u, JZ));@R »>0 Pour tout

n € N*, on définit les estimateurs X, = 1 3% | X}, de p et S, = LS 1 (Xk — Xp)? de 02, basés
sur le n-échantillon (X7i,...,X,).
. Déterminer le biais et le risque de X,.

. Etudier la consistance et la normalité asymptotique de X,,.
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=25 . Déterminer les risques de S, et gn

1

2

3. Calculer le biais de §n Montrer que, sin > 2, S, = %gn est un estimateur sans biais de 2.
4. On admet que, pour tout n > 2, Var(S,) =

5

. Parmi les estimateurs S, et §n, I'un domine-t-il I’autre ? Si oui, lequel 7
Exercice 3 (Estimation de Bernoullis). On considére le modele (B(0))pe(,)- Soient n € N* et
(X1,...,X,) un n-échantillon de loi-meére B(#), ou @ € [0;1]. On introduit aussi X ~ B(6).
1. Expliciter ’espace d’observations X, sa tribu B et 'espace de paramétres © pour ce modéle.
Déterminer la fonction p; : 6 — Eg[X].
En déduire 'estimateur 7;, de 6 par la méthode des moments.
Déterminer la fonction de probabilité (p, (6, k1, ..., kn))ocs, k<1 d€ (X1, ..., Xy) sous B(0).

Pour tout k = (k1,..., k) € {0;1}", déterminer la fonction de vraisemblance V}, associée.
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En déduire I'estimateur S,, de 8 par la méthode du maximum de vraisemblance.

Exercice 4 (Pile ou face). On joue une infinité de fois a pile ou face avec une probabilité de succés
0 €]0; 1] inconnue. On note X le nombre d’essais nécessaires pour obtenir un premier succés. On
répéte n fois I'expérience précédente indépendamment et on note X, ..., X,, les résultats obtenus.

1. Proposer un modéle (X, A, (Pg)pco) décrivant cette expérience.
Déterminer 'estimateur 7,, de 6 par la méthode des moments.
Déterminer 'estimateur S, de 6 par la méthode du maximum de vraisemblance.

Montrer que 7T, est un estimateur fortement consistants.

AT R o

Etudier la normalité asymptotique de T},.



Exercice 5 (Blitzkrieg). Au début de la seconde guerre mondiale, les allemands numérotaient les
chars produits un mois donné de 1 & N. Un espion se place au bord d’une route et reléve les numéros
des chars qui passent. Il cherche & en déduire le nombre N de chars produit ce mois-ci. Un méme
char peut repasser plusieurs fois, et on suppose les passages indépendants. On note n € N* le nombre
d’observations.

1. Proposer un modéle statistique pour cette expérience.
. Déterminer 'estimateur M,, de N par la méthode du maximum de vraisemblance.
. Soient n et N € N*, calculer P(M,, # N).

n—-+0o

2
3
4. Soit (R, )nen+ une suite positive, montrer que R, (M, — N) P 5o
5. L’estimateur M, est-il consistant 7 Est-il asymptotiquement normal ?
6

. Peut-on définir un estimateur 7, de N par la méthode des moments ?

Exercice 6 (Exemple a densit¢). On étudie le modele (R, B(R), (Pg)ys) ou, pour tout 6 > 0, la loi
Py admet la densité z — ﬁl]o;g] (x). Soient n € N* et (X71,...,X,,) un échantillon de loi-mére Py.
Déterminer 'estimateur 7, de 8 par la méthode des moments.

Montrer que T, est fortement consistant.

Montrer que 7T, est asymptotiquement normal.

Déterminer 'estimateur M,, de 6 par la méthode du maximum de vraisemblance.

Calculer la fonction de répartition de M,,. Montrer que M,, admet une densité et I'expliciter.

Calculer le biais et le risque de M,.
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Montrer que M, est consistant.

Exercice 7 (Méthode des moments, variante). On considére le modéle (U([—6;6])),~ . Soient n € N*
et (X1,...,X,) un n-échantillon dans ce modele. On note aussi X ~ U([—6;6]).

1. Déterminer les fonctions 1 : 6 — Eg[X] et pig : 6 — Eg[X?] de |0; +oo[ dans R.
2. Construire un estimateur 7}, de 6 par la méthode des moments.

3. L’estimateur T}, est-il consistant 7 Est-il fortement consistant ?
4

. Déterminer 'estimateur M,, de 8 par la méthode du maximum de vraisemblance.

Exercice 8 (Paramétre de dimension 2). On considére le modeéle (N (m,v)) Soient n € N*

et (Xi,...,X,) un n-échantillon dans ce modeéle. On note X ~ N (m,v).

meRv>0"

1. Déterminer les fonctions p1 : (m,v) — B o) [X] et pa : (m,v) = By, [X2].

2. Construire des estimateurs 7,, de m et 5, de v par la méthode des moments, pour tout n > 2.
3. Pour tout x = (z1,...,x,) € R, expliciter la fonction de log-vraisemblance InoV/,.
4

. Six ¢ Vect(l,...,1), montrer que InoV, admet un unique point critique sur R x R* et le
déterminer. On admettra que c’est un maximum global.

5. En déduire 'expression de l'estimateur du maximum de vraisemblance de (m, v). lorsque n > 2.



