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Feuille 9 — Formules de Green

Exercice 1 (Le cas d'un hyperplan). Soit # C R? un hyperplan (affine) muni de sa mesure superfi-
cielle . On choisit un repére orthonormé (affine) afin d’avoir H = {z € R? | 24 = 0}. On considére
Pouvert V = {x € R? | 24 > 0}, calculer “a la main” d;1y pour tout j € {1,...,d}.

Exercice 2 (IPP : la formule de Gauss-Green). Soient V C R ouvert & bord lisse et v : 9V — S9!
la normale unitaire sortante de V. On note o la mesure superficielle de 9V. Soient @, € D(Rd),
montrer que pour tout j € [[1,d],

/wﬁjgod:n:/ T,Z)(,Dljde'—/ 00 dw.
1% v 1%

Notation. Soit V' C R? un ouvert, on note u € C*®(V) si u est la restriction d'une fonction
u € C®(R?), ou de facon équivalente C* sur un voisinage de V. Si V est borné, on peut en fait
supposer o € D(RY).

Exercice 3 (Formules de Green pour A). 1. Soient V' C R? un ouvert borné non vide a bord
lisse et o la mesure superficielle de V. On note v : OV — S¢! la normale unitaire sortante
de V. Prouver les formules suivantes, appelées respectivement premiére et seconde formule de

Green : pour tout u, v € C*(V),

/uAUdJ::/ qu-uda—/Vu-V’udx, (1)
v v v

/(uAv—vAu)d:L‘:/ (u Vv —v Vu) -vdo. (2)
v oV

2. Soit v € COO(]Rd), montrer que Av = 0 si et seulement si pour tout V C R% ouvert borné non
vide & bord lisse :

Vv-vdo =0.
oV

3. Soient V C RY ouvert connexe borné non vide a bord lisse et v € C°*(V) une fonction harmo-
nique dans V telle que v, = 0. Montrer que v = 0.

4. (facultatif ) Méme question, mais sans supposer que V' est connexe.
Notation. Pour tout r > 0, on note B, = {z € R?| ||z|| <r} et S, = {x e R? | ||z| =7}, on

Il est la norme euclidienne. On note o, la mesure superficielle de la sphére S,.. Enfin, on notera
Nz g de R4\ {0} dans S; le champ de vecteurs unitaires radial issu de 0.

A toute fin utile, on rappelle les formules suivantes qui ont été établies dans les feuilles précédentes :
e pour tout 7 > 0, 0,.(S,.) = 1o (S1),
[ 0'1(51) =d- VO](Bl)



Exercice 4 (Formules de la moyenne). Soit u € C*°(R?), on définit g : |0, +-00[ — C par :

g:r—> lel/ u(zx) doy(x).

T

1
1. Montrer que g est de classe C! et que ¢’ : r — d—l/ Vu(zx) - N(x)do,(x).
T S,

On suppose désormais que la fonction u est harmonique.

2. Montrer que g constante dans ce cas, et établir la premiére formule de la moyenne :

1
Vr > 0, u(0) = /uwdaraﬁ. 3
0= -5y, o) ©
3. En déduire la seconde formule de la moyenne :
1
VR > 0, qu/ u(x) dx. 4

Exercice 5 (Solution fondamentale de A). On sait qu’en dimension d > 3, est une solution fonda-

INE .- C
#)d. La preuve du cours utilise les distributions
2(d—2)72

homogénes, on propose de redémontrer ce résultat par un calcul “direct”.
1. Vérifier que Ey définit un élément de D' (R9).
2. Pour tout = € R?\ {0}, calculer VE4(z) et AE4(x), au sens de la dérivation usuelle.

mentale de A est Fg: z — —”xﬁ%, ou Cy =

3. Vérifier que [ Egdo. — 0. En déduire que si g : R?\ {0} — C est continue et bornée alors
Sg E—r

gFE, 0. définit une distribution qui converge vers 0 dans D’(R?).
4. En appliquant la formule des sauts, montrer que AF,; = lin% VE;- N o. dans D'(R?),
e—

5. Redémontrer que AFE; = liné VE;- N o. dans D'(R%), en utilisant cette fois une formule de
E—r
Green pour le laplacien.
6. Calculer AE; dans D'(R?).
7. (facultatif) Pour d = 2, on pose E3 :  — 5= In||z||. Calculer AE, dans D'(R?) par la méme
méthode que ci-dessus.
Exercice 6 (Formule de Cauchy-Pompeiu). On identifie canoniquement R? & C via 'application
x = (r1,22) — 2z = x1 + ixg. On rappelle que % = %(61 +i0s).
1. Soit f: 2z — % de C* dans C. Vérifier que f définit une distribution sur C ~ R?, et montrer
que flga\p, — f dans D' (R?).
€ e—=0
2. Montrer que %f = mdyg.
3. Soit R > 0, calculer %(leR). En déduire que pour tout ¢ € C>°(R?)

30(0)—1/5 g”(Z)d,z—/B L9y anz). (5)

24w z r T2 0z

4. Soit V C C un ouvert et ¢ : V — C holomorphe. Pour tout R > 0 tel que a+Bgr C V, montrer

que
=g [ (6)
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