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Feuille 7 — Transformation de Fourier au sens des distributions

Exercice 1 (Convergence dans S’ et D). Soit (T},)nen une suite a valeurs dans S'(R9) telle que

T, — P, 0. Est-ce que (Ty)nen converge dans S’'(RY) en général ?
n—-+o0o

Exercice 2 (Propriétés fonctionnelles de F dans S’(R%)). Soient a € R? et A > 0, on rappelle que
pour tout ¢ € S(R?) on a défini 7, : x> <p(a: —a) et @y 1z +— o(\z), et pour tout T € S’(R?), on
a défini 7,7 : o = (T, 7—aqp) et dilx T : ¢ — (T,gp ). On note aussi e, : £ — €€,

Soit T € S’(Rd), exprimer les distributions tempérées suivantes en fonction de 7.
1. F(0°T), on o € N4,
F(XT), ot a € N,
F(1T).
F(eaT).
F(dily T).
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Exercice 3 (Transformation de Fourier dans &', calculs élémentaires). Justifier que les distributions
suivantes sont tempérées et calculer leurs transformées de Fourier.

1. 9“6, pour tout a € N¢ et a € R%.

2. cos: R —R.

3. f =111, la fonction indicatrice de [-1,1].

4. (facultatif) gap = 1iq), la fonction indicatrice de [a,b], ot —00 < a < b < +oo.

Exercice 4 (Parité et transformée de Fourier). Rappellons que ¢ : & + ¢(—2) pour tout ¢ : R — C
et T: @ — (T, ) pour tout T € D'(R%). On dit que T est paire si T = T et impaire si T = —T.
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1. Montrer que dy € D'(R) est paire et que vp() € D'(R) est impaire.
x

2. Soit ¢ € S(R?), montrer que @ = .

3. Soit S € S'(R?), montrer que S=3.

Exercice 5 (Transformation de Fourier dans ', calculs moins élémentaires). On note H = 1jg 4o
la fonction de Heaviside et S la fonction signe, définie par S(z) = —1siz <0et S(z) =1siz > 0.

1. Justifier que S définit une distribution tempérée sur R et montrer que xS = —2i.
2. En déduire que S =2 Vp(%).
Indication. Montrer que S +2i vp(%) est un multiple de dp et utiliser un argument de parité.

3. Calculer H dans S'(R).
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4. Justifier que Vp() € §'(R) et calculer sa transformée de Fourier.
x
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Exercice 6 (Transformée de Fourier des distributions de &', analyticité). Soient T' € £'(R) C S'(R)
et R > 0 tel que supp(T') C]—R, R[. Soit x € D(R) tel que x = 1 sur [-R, R] et supp(x) C [-2R,2R].
On rappelle que T" est continue sur R et que T'(§) = (T',e_¢) = (T, xe—¢) pour tout £ € R.

1. Soit € € R, pour tout k € N on note fi : x — (—zé)kx(x)% Pour tout p € N, montrer que

> k>0 f,gp ) converge normalement sur R.
) D
2. En déduire que S 7_ —— ve_g¢.
que > g fx oo Xe€—¢
3. Montrer que T est la somme sur R d’une série entiére de rayon de convergence infini.
q Yy g

Définition. Soit f € C>®(RY), on dit que la fonction f est a croissance lente si pour tout a € N il

1
existe C > 0 et k € N tels que |9° f(z)| < C{z)* pour tout « € R?, ot on a noté (z) = (1 + ||z]|?)2.
On note Oy (R?) le sous-espace de C>®(RY) formé par les fonctions & croissance lente.

Exercice 7 (Produit de 8’ par Q). Dans cet exercice, on prouve les énoncés du cours affirmant
que S(R?) et S’(RY) sont stables par multiplication par un élément de Oy (R%).

1. Soient p € Op(RY) et p € N, montrer qu'il existe C' > 0 et ¢ > p tels que N,(pp) < CNy(p)
pour tout ¢ € S(R?).

2. Soient T € S'(R?) et p € Op(RY), montrer que la forme linéaire sur S(RY) définie par
¢ = (T, pp) est une distribution tempérée. On la notera pT" € S’(R?).

Exercice 8 (Transformation de Fourier et convolution dans S’). Dans cet exercice on s’intéresse
aux interactions entre transformation de Fourier et convolution.

1. Soient p € S(RY) et p € N, montrer qu'il existe C' > 0 tel que Yo € S(RY), N (p*p) < ON,y().

2. Soient ¢ et p € S(R?), montrer que ¢ * p € S(R?) et que p* p = P p.

3. Soient S € &' (RY) et p € S(RY), montrer que S * p € S'(R?) NC®(RY) et que, pour tout
p € SRY), ona (Sxp,p)=(S,p*p).

4. Montrer que 5@ = S5 et en déduire qu'en fait S * p € S(RY).

5. Soient S € &'(RY) et p € N, montrer qu'il existe C' > 0 et ¢ > p tels que N,(S * ) < ON,y(p)
pour tout ¢ € S(R?).

Indication. Utiliser les questions précédentes et la continuité de F : S(RY) — S(RY).

6. Soient T € S'(R?) et S € £'(R?), montrer que T xS € S'(RY) et que (T xS ,¢) = (T, S * )
pour tout ¢ € S(RY).

7. Montrer que T+8 =ST.

Exercice 9 (Distributions tempérées harmoniques). Soit 7 € D’(R%) harmonique et bornée, montrer
que T est constante.

Exercice 10 (Fonctions propres du laplacien). Dans cet exercice, on s’intéresse aux solutions de
Iéquation AT + AT =0, oit A € C et T € S'(R?) est I'inconnue.

1. Soient A € C et T € §'(R?) telle que AT + AT = 0, montrer que T' € C*(R%).

2. Pour quels \ € C existe-t-il T € S'(R%) non nulle telle que AT + \T = 0.



