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Feuille 10 — Théoréme de Bochner

Définition (Fonction définie-positive). Une fonction f : RY — C est dite définie-positive si pour tout
n € N*, pour tout z1,...,z, € R? et pour tout A\i,...,\, € Cona : Zlgjk:gn ANk f(zr — ) > 0.

Ici et dans la suite, on note z > 0 pour signifier que z € C est en fait réel et positif. Le but des
exercices suivants est de prouver le théoréme de Bochner ci-dessous.

Théoréme (Bochner). Une distribution tempérée est la transformée de Fourier d’une mesure de
probabilité si et seulement si elle est définie par une fonction f vérifiant les conditions suivantes :

1. f(0) =1, 2. f est continue, 3. f est définie-positive.

Exercice 1 (Transformée de Fourier des mesures de proba). Soit x4 une mesure de probabilité sur RY.
1. Justifier que p € S'(R%).
2. Montrer que j1 est une fonction et en déterminer une expression intégrale.

3. Vérifier que la fonction p satisfait les conditions 1, 2 et 3 dans le théoréme de Bochner.

Exercice 2 (Fonctions définies-positives). Soit f : R — C une fonction continue et définie-positive.

1. Montrer que f(0) > 0.

2. Soit « € R, montrer que pour tout o € C, on a (1+ |af?) f(0) + af(z) + af(—z) > 0. En
déduire que f(—z) = f(z).

3. Interpréter la condition de définie-positivité de f en termes de matrices hermitiennes. En
déduire que f est bornée par f(0).

4. Soit ¢ € S(RY), montrer que [pu, pa f(y — z)p(z)p(y) dzdy > 0.

Exercice 3 (Distributions multiplicativement positives). On dit que S € S’(R%) est multiplicative-
ment positive si, pour tout ¢ € S(RY), on a (S, P) > 0.

1. Soit S € S'(R?) une distribution positive, au sens ot (S, ) = 0 pour tout ¢» € D(R?) & valeurs
positives. Montrer que S est multiplicativement positive.

2. Soit 1 € D(RY) a valeurs positives, montrer qu'il existe une suite (¢,,)nen+ d’éléments de
D(RY) tels que Ypthy, ——— .

n—-+00

3. Soit S € S'(R?) multiplicativement positive, montrer que S est une distribution positive.

Exercice 4 (Théoréme de Bochner). Soit f : RY — C une fonction vérifiant les conditions 1, 2 et 3
dans I’énoncé du théoréme de Bochner.

1. Montrer que f € S'(RY) et que fest une distribution multiplicativement positive.

2. Conclure qu'il existe 1 mesure de probabilité sur R? telle que fi = f.



