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Feuille 1 — Convolution

Notations. e Soient (X, u) un espace mesuré et f : X — C mesurable. On note

welrol 1l = ( [ 1@Pa) ool
et [flloo = inf{M >0 ’ |f(x)| < M pour presque tout z € X} € [0, +0oc].

e Soit Q un ouvert de R?, le support d'une fonction f : Q — C, noté supp(f), est 'adhérence de
{r e Q| f(x) # 0} dans Q.

e Pour tout k¥ € N U {oo}, on note C¥(Q2) I'espace des fonctions de © dans C de classe C* a
support compact. On note aussi D(2) = C°(2).

e Soit p € [1,400], on dit que f € LP(Q) est a support compact s'il existe un compact S C Q en
dehors duquel f est nulle presque partout, i.e. si f admet un représentant a support compact.

e Pour tout A C 2, on note 14 : © — {0, 1} la fonction indicatrice de A.

e Soit p € [1,400], on note L () espace des classes de fonctions f : Q — C, modulo égalité
presque partout, telles que 1x f € LP(€Q)) pour tout compact K C .

e Pour tout a = (ag,...,aq) € N on note |a| = Ele a; sa longueur et 0% = 0" - - - 9.

Exercice 1 (Inclusions entre LP). Soient (X, u) un espace mesuré et p,q € [1,+00] tels que p < g.

1. Si p(X) < oo, montrer que L4(X, u) C LP(X, p). L’inclusion réciproque est-elle vraie ?
2. Donner un contre-exemple a 'inclusion de la question 1 lorsque p(X) = +oc.

(RY) c L (R9).

loc

3. Déduire de la question 1 que, pour tout p € [1,4+o0], L?

loc
Définition (Convolution). Soient f et g deux fonctions mesurables de R? dans C et 2 € R, Si
y+— f(x—y)g(y) est L', on note f*g(x) = / f(z—y)g(y) dy. Un changement de variable montre
Rd
qu’alors g * f(x) est bien défini et égal & f x g(x). La fonction f * g est appelée la convolée de f et g.
Exercice 2 (Convolution par des indicatrices d’intervalles). 1. Soient a < b et ¢ < d, montrer
que 1j, 5 * 1|, q) est bien définie sur R et I'expliciter.
2. Soient a < bet f € C*(R), montrer que 1(4p)* [ est bien définie. Vérifier que 11, y+ f € CF1(R)
et calculer sa dérivée.
Exercice 3 (Support d’une convolée). Soient A et B C R, on note A+B ={a+b|ac A bc B}.

1. Si A C R est compact et B C R? est fermé, montrer que A + B est fermé. Est-ce encore vrai
si on suppose seulement A et B fermés?

2. Soient f et g deux fonctions continues telles que f * ¢ soit bien définie sur R%. Montrer que si
z ¢ supp(f) + supp(g) alors f + g(x) = 0.

3. Si de plus f ou g est a support compact, montrer que supp(f * g) C supp(f) -+ supp(g).



Exercice 4 (Convolution et dérivation). 1. Soient f € C}(R?) et g € L'(R?), montrer que f * g
est de classe C! et que a%i(f *g) = 8% * g pour tout 7 € [1,d] ={1,...,d}.

2. Montrer que le résultat est encore vrai si on suppose seulement que g € Llloc(Rd).

3. Soient f € D(RY) et g € Llloc(]Rd), montrer que f*g est C* et expliciter ses dérivées partielles.
Exercice 5 (Continuité des translations dans LP pour p < +00). Soit p € [1, 4+00[, pour tout a € R4
on définit 'opérateur de translation 7, : LP(R?) — LP(RY) par 7,(f) : « — f(x — a). Le but de
I’exercice est de prouver que, pour tout f € LP(R%),

Il7alf) = fll, — 0. (1)

1. Montrer que (1) est vrai lorsque f € CO(R?).
2. Conclure grace a la densité de CO(R?) dans LP(R?).
Exercice 6 (Inégalité de Young, cas particuliers). Soient f et g de R? dans C. Dans cet exercice,
on détermine des conditions assurant que f * g est bien définie, et on étudie sa régularité.
1. Soient f et g € L'(R?), montrer que f x g € LY(R?) et || f * gl < || fll1llgll1-
2. Soient f,g et h € L*(R?%), montrer que f * (g * h) = (f * g) * h dans L' (R%).
3. Soient f € L'(R?) & support compact et g € LL (RY), montrer que f x g € Li (R?).
4. Soient f € LP(R?) et g € LI(R?), ot p et ¢ € [1,+00] sont tels que % + % = 1. Vérifier que,
pour tout z € RY, f * g(x) est bien défini et |f x g(z)| < ||f|lpllgllq- Montrer que f g est alors
uniformément continue.

5. Sipe[l,+o0], f € LP(RY) et g € LY(RY) , montrer que f*g € LP(RY) et || f*gll, < || flpllglli-
Indication. Appliquer I'inégalité de Holder pour la mesure a densité u = |g| dz.
Exercice 7 (Régularisation par convolution). Soient S C R% un compact et ¢ € L'(R?) nulle
presque partout sur R?\ S et telle que fRd @ = 1. Pour tout € > 0 on définit ¢, : x — 6%90(%)

1. Soit f € L, (R?), montrer que pour presque tout z € R? :
pe @)= 1) = | o) @) = £(@) d )

2. Soit f : R — C une fonction uniformément continue, montrer que @ * f ——0—> f uniformément.
e—
3. (facultatif) Soit f € L'(R?), montrer que @, * f — f dans L'(R%).
E—

Exercice 8 (Inégalité de Holder généralisée — facultatif). Soit (X, ) un espace mesuré.
1. Soient pi,...,pn € [1,+00] tels que p% + pin =1et f1,..., fn mesurables de X dans C,
montrer que |[f1 -+ fully < [[fillp - 1 fnllp,-

2. Soient p,q et r € [1,+00] tels que %—l—% = 1. Montrer que | fgll» < || fllpllgllq pour tout f et g
mesurables de X dans C.

3. Si pu(X) < oo et r < ¢, montrer que U'inclusion LY(X, u) C L™(X, p) est continue.
Exercice 9 (Inégalité de Young, cas général — facultatif). 1. Soient p,q et r € [1,+00] tels que
%Jr% =1+ % On note p’ et ¢’ les exposants conjugués de p et ¢ respectivement. Si f € LP(Rd)
et g € LI(RY), vérifier que :

r
7

vo,y R [f(z = y)g(y)| = |f (@ —y)7|g(y)|
En déduire Vinégalité : (| f] *[g])" <[5 "llglla (17 * |g]9).
2. Soient f € LP(R?) et g € L4(R?), montrer que f * g € L"(RY) et ||f * gll» < Ifllpllgllq:

’ﬁ\‘,@
R

(1f(z—y)Plg(y)|9)



