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Feuille 5 — Mesure superficielle, formules de Green

Définition. Un domaine C* est un ouvert non-vide de la forme Q = {x € R" | ¢(z) < 0}, ou
@ :R" = R est C™ et pour tout x € R” si p(x) = 0 alors V¢ # 0. Dans ce cas, le bord de €2 est
Ihypersurface 9 = o~ 1(0). On dit que ¢ est une fonction définissante de 2.

Pour tout f € C2(R™) on a défini I'intégrale de f sur 99 pour la mesure surperficielle do par :

/ f(z) do(z) = lim - £(@) V2] d. (1)
e

£20 € J{geRn|—e<p(z)<0}

Exercice 1 (Mesure superficielle d'un graphe). Dans cet exercice, on note sous la forme z = (z, z,,)
les points de R = R"~! x R. Soit 2 C R™ un domaine C> définit par une fonction ¢ : R® — R. On
suppose que 9 # ).

1. Soit p = (p,pn) € O montrer que, quitte a réordonner et renverser les vecteurs de la base
canonique, il existe un ouvert U € R"! et un intervalle ]a, b[C R tels que p € Ux]a,b] et
Vz € Ux]a,b[, Onp(z) > 0. B
Comme p € 92 = ¢~1(0) on a V,p # 0. Donc il existe i € [1,n] tel que dip(p) # 0. Quitte
a échang?ar le i-éme vecteur de la base canonique avec (plus ou moins) le n-?éme, on peut
supposer que Jdp(p) > 0. Par continuité de 0, ¢, on a d,p(x) > 0 au voisinage de p dans R"™.
On peut choisir ceivoisinage de la forme U x]a, b] avec U ouvert contenant p et a <7pn < b.

2. Soit F': z — (x,p(z)) de Ux]a, b[ dans R™, montrer que F' réalise un C*°-difféomorphisme de
Ux]a, b sur un ouvert V.C R™.

Soit z € U, comme 0, > 0 sur Ux]a,b], la fonction t — ¢(x,t) est C* et strictement
croissante de ]a, b[ vers |o(z, a), p(x,b)[. En particulier cette fonction est bijective, et F' envoie
donc bijectivement {x}x]a,b[ sur {z}x]p(z,a), p(z,b)[. Donc F réalise une bijection C*> de
Uxla,b[vers V ={z € U xR | p(x,a) < x,, < p(z,b)}.

Soit & € Ux]a, b|, la différentielle de F' en x (identifiée & sa matrice) est :

1 0
D,F = (ajFi@))lgi,jgn _ - ) 0 )
orp(x) ... Oh—1p(z) Onp(z)

dont le déterminant est dp¢(x) > 0. Donc Dy F est inversible pour tout z € Ux]a, b|, et donc
F est un C*°-difféomorphisme de U x]a, b[ sur V par le théoréme d’inversion globale.

3. Montrer qu’il existe 1 : V' — R de classe C* telle que F~! : Yy = (y, w(g)), et exprimer les
dérivées partielles de 1) en fonction de celles de .
Notons ¢ : V — R la n-iéme composante de F~! : V — Ux]a, b[, de sorte que 1 est C*. Soit
y € V, notons z = (z,z,) = F~'(y). Alors y = F(z) = (z,¢(z)) et donc y = x. Par définition
zn, = (y), donc finalement F~1(y) = (y,(y)). Donc F~! est bien de la forme souhaitée.



En différentiant la relation F o F~1 = Id, on obtient pour tout yeVv,
Id = DF_l(y)F (¢} DgF_l
1 0 1 0
1 0 I 0
Ne(F71(Y) .. Onc10(F1(y)) One(F~(y)) O1(y) . On—19(y) Ont(y)

On tire de la derniére ligne de cette égalité matricielle que ¢ et ¢ vérifient les équations
suivantes pour tout y € V.

d1e(F~1(y))

p(F~ () + Do (F~ (1)) D11 (y) = 0 W) = ~ o)

e - B — LR an7 F_l

On1p(F~1(3)) + dumr0(F ' (1)0utb(y) = 0 On1(y) = — 5 )

Onp(F~1())0nt(y) =1 MY (y) = m
Donc finalement 9,1 = Wlpfl et pour tout i € [1,n — 1], 9;¢p = —g;i(;};j.

. Notons W = {x € U | (2,0) € V} et h : W —]a, b la fonction définie par h : z — ¢(x,0).
Montrer que W est un ouvert de R"~! et que 92 N (U x]a, b]) est le graphe de h.

Soit z € W, comme V est ouvert de R”, il existe £ > 0 tel que (z,0) € B(x,e)x] —e,e[C V,
ot on a noté B(a,r) la boule ouverte de centre a et rayon r. Donc B(z,e) C W. Donc W est
voisinage de tous ses points, donc est ouvert.

Siz € W alors (x,0) € V et donc h(z) = v (z,0) est bien défini. Soit z € Ux]a,b], on a :

20 = p(z) =0 <= F(z)=(2,0) = {

xeW
o {anw(x,O) —h) O ES {(v,h(y) |y e W}

. Soit f € CO(R™) telle que supp(f) C Ux]a, b[. Montrer que :

/ f(z) do(z) = / £, h(2) /T T [Voh]E da. (2)
fqto.9] xeW

Soit € > 0, comme f est nulle hors de U x]a, b],
- F@IVarllde = [ f@IVaply colole)) de
{zeR™|—e<p(z)<0} z€U X]a,b|

On peut alors faire le changement de variable x = F~1(y) qui nous donne :

L= JF @)IVrrgel|det(DyF ) |1 o (va) dy.
yev -

Notons K = F(supp(f)). Comme F' est continue et supp(f) C U x]a,b[ est compact, K C V
est bien défini et compact. On a donc d(K,R™\ V) > 0. Soit g : R" — R définie par

P {f(Fl(y»HvFqu det (D, F 1)
0 siy¢ K.

, siyeV



Cette fonction est bien définie car le deux définitions coincident sur V'\ K, ou f(F~!(y)) =
et supp(g) C K. De plus, g est CY sur les ouverts V et R” \ K, donc sur VU (R"\ K) =

Donc
L= / ()1 0 (4n) dy = / ()1 )e 0 () dy = / o(y) dy,
QGV Rn CX]—E,O[

ou C est un compact tel que K C C xR, par exemple la projection de K sur le premier facteur
dans R" = R"~! x R. La fonction g est continue, donc bornée sur C' x [—¢, 0], donc intégrable

sur C'x] — ¢,0[. Donc, par Fubini :
0
I = / / 9(y,t) dy dt.
—JC

De plus, le théoréme de continuité des intégrales & parametre montre que ¢ — [ g(y,t) dy est
continue sur | — 1, 1[, en dominant par ||g|/o c'x[1,1- Donc

/xeaﬂf(x)da( >_;1_>I%if /Cg(y,O)dy—/Rn_lg(y,o)dy_

Siy ¢ W, alors (y,0) ¢ V, donc (y,0) ¢ K et g(y,0) = 0. Donc finalement on peut restreindre
'intégrale a W. Soient y € W et y = (y,0), les calculs de la question 3 montrent que :

R

L T T SRS i
; ( )

1+ S o

Donc

n—1 n—1
9(y,0) = F(F7 (5,0)) | 1+ D 0:p((4,0))% = f(y,%(y,0)) | L+ > 0p((y,0))?

i=1 i=1

n—1
= Fly, b))\ |1+ D 0ih(y)? = F(y, h(y)\/ 1+ Vbl
=1

Finalement

/ f(fﬂ)da(fﬁ):/ F(@, h(z)\/1 + [Vah|? dz.
€N zeW

. Soit S"~! la sphére unité de R™ et f € C2(R™) tel que supp(f) C R"1x]0, +-00[, montrer que

f (2 v/I=T2P)
f(i)dff@):/”x”d T dz

Comme supp(f) est compact dans R"~! x R, il existe b > 1 tel que supp(f) C R"~1x]0,b].
La sphére S ! est le bord de la boule unité, qui est un domaine C> définit par la fonction
gz |zl —1=3" 27 — 1. Pour tout z € R""x]0,b[ on a d,p(x) = 2z, > 0. On est
donc dans un cas particulier des questions précédentes, et il s’agit d’expliciter W et h.

Sn—1



On a vu dans la question 4 que S"~' N (R”‘lx]O, b[) doit étre le graphe de h : W — R. En
particulier, cela impose que W est la projection de S*~'n (R”fl x10, b[) sur R" 1, ¢’est-a-dire
W = {z e R" | ||lz|| <1} est la boule unité de R"~. De plus, pour tout z € W, h(z) est
I'unique réel positif tel que (z, h(z)) € S*7 1, c’est-a-dire satisfaisant ||z]|? + h(z)? = 1. Donc
. ; . — T4 . —Z
h:x v +/1—|z|? Pour tout ¢ € [1,n — 1], dih : = TR donc Vh : x JOE
D’ou
|| 1

2
LIV =14 e = T e

Finalement, en appliquant la formule (2) dans ce cas, on obtient bien le résultat souhaité.

Exercice 2 (Longueur d’arc). On note D = {z € R? | [|z|| < 1} le disque unité de R%. On considére
Q = F(D), ou F : R? - R? est un C*-difféomorphisme. En particulier, 92 = F(S') est une courbe
fermée simple et 2 = F(D) est compact.

1. Montrer que © est un domaine C> de R2.
Le disque unité est un domaine C* définit par la fonction g : x +— ||z||> — 1, par exemple.
Soit z € R2, onaz € Q < z€ F(D) < Fl2)eD < ¢o(F (z)) < 0. Donc
Q=9 1] —00,0[), ot p = @go F~L est C*.
Soit & € 90 = ¢~ 1(0), on a F~!(x) € S', donc V p-1(4¢0 # 0, c’est-a-dire Dp-1(,)¢0 # 0. On
a Dyp = Dp-1(;)%00 D,F~'. Comme D,F~! est inversible, si D ¢ = 0 alors Dp-1(2y9p0 = 0,
ce qui est absurde. Donc D,p # 0, i.e. V¢ # 0. Donc ¢ est une fonction définissante et €2 est
bien un domaine C*°.

2. Montrer que 92 admet un paramétrage régulier. C’est-a-dire qu’il existe L > 0 et v : R — R?
L-périodique et C* tels que : g z[ est injective; y(R) = 0Q et Vt € R, +/(t) # 0.
On part d’un paramétrage du cercle. Posons v : R — R? défini par 7 : t + F(cos(t),sin(t)).
Cette fonction est C® et 2m-périodique. On a v(R) = F(S!) = 9Q. Soient s,t € [0,27][, si
v(s) = 7(t) alors (cos(s),sin(s)) = (cos(t),sin(t)) car F' est injective et donc s = t. Donc [ 27|

—sin(t)
cos(t)

est injective. Enfin, pour tout ¢ € R, 7/(t) = D (cos(t) sin(t)) F - ( ) Comme D (cog(t) sin(t)) I

est injective, on a bien ~/(¢) # 0 pour tout ¢ € R.

Dans la suite on se fixe une fonction définissante ¢ de € et un paramétrage régulier v = (y1,72)
de 99Q. Le but est alors d’exprimer localement la mesure superficielle do de 9€2 en fonction de ~.

3. Soit ¢y € R, supposons par exemple que v} (to) # 0. Montrer que dap(7(to)) # 0.
Comme (R) = 9Q = ¢~ (0) on a ¢ oy = 0. En dérivant en tg, on obtient que

A1o(v(t0))71(to) + B20(7(t0))V5(to) = 0.

Par labsurde, si on avait dap(y(tg)) = 0 alors on aurait d1p(y(t9))vi(to) = 0 et donc
01¢(7v(to)) = 0. Mais alors on aurait V,;,)» = 0, ce qui est absurde puisque (tg) € 952
Donc dap(7y(tg)) # 0.

4. Montrer qu’il existe I et J deux intervalles ouverts, h : I — J de classe C*™ et ¢ > 0 tels que
v(Jto — e, to+¢[) =0QN (I x J) ={(s,h(s)) | s € I}.
On vient de montrer que dap(y(tp)) # 0. Quitte a renverser le deuxiéme axe de coordonnée, on
peut supposer a2 (y(tp)) > 0. Par continuité de 0z, il existe U et J deux intervalles ouverts
tels que v(tg) € U x J et, pour tout € U x J, dap(x) > 0.
On a vu dans 'exercice 1, voir notamment la question 4, qu’il existe alors W C U ouvert et
h: W — J de classe C* tels que 9QN(U x J) soit le graphe de h. Comme 7(tp) € 90QN(U x J)
on a y(tg) € W x J, et par continuité il existe ¢ > 0 tel que y(Jtg — &,t0 +¢[) C W x J.



Notons I = v (Jto —e,to +€[) € W. Soit t €]ty — &,ty + €[, alors y(t) € 92N (W x J) et
y1(t) € I, donc en fait v(¢) € 92N (I x J). Donc y(Jtg — e,tg + &[) C QN (I x J).

Soit z € 0NN (I x J) C 02N (U x J). Par définition de W et h, il existe un unique s € W tel
que = = (s, h(s)). Nécessairement s € I. Donc 9Q N (I x J) C {(s,h(s)) | s € I}.

Soit s € I, il existe t €]ty — e,t9 + ¢[ tel que s = y1(¢). Alors v(t) € QN (W x J), et cet
ensemble est le graphe de h. Donc v2(t) = h(v1(t)) = h(s) et donc (s, h(s)) = 7(t). Donc
finalement, {(s,h(s)) | s € I} C y(Jto —¢€,to +¢€[). On a donc

v(lto — e, to + ) C AN (I x J) € {(s,h(s)) | s € I} C 7(Ito — &, to + 2[),

d’ou ’égalité entre ces trois ensembles.

. Montrer que 73 = h o~y sur |ty — €, tg + [. En déduire que 7 réalise un C*°-difféomorphisme
de Jtg —e,tp + ¢[ sur I.

Soit ¢ €]ty — &,to + ¢[, par le point précédent il existe s € I tel que (y1(t),72(t)) = (s, h(s)).
On a donc s = 71 (s) et donc vo(t) = h(s) = h(y1(t)). Donc 9 = ho~yy sur Jtg — &, tg + €.

En dérivant cette relation, pour tout t €]tg—e,to+¢e[, v5(t) = h'(71(t))y1(¢). Si v} (t) = 0 alors
Y5 (t) =0 et v/(t) = 0, ce qui est absurde. Donc 7{ ne s’annule pas sur |ty — &,y + €[. Donc 1
réalise un C* difféeomorphisme de |ty — €, %y + £[ vers son image, qui est I.

. Soit f € CO(R?) telle que supp(f) C I x J, montrer que
to+e

| t@as@ = [ ey eld.
€0 to—e

On est dans le cadre d’application de la formule (2), prouvée dans la question 5 de I'exercice 1.
Avec les notations de la question précédente, on a

/ F@do@) = [ fs,h)VIFTEPds = | Fls,h(s)V/I T W () ds,
€02 seW sel
car f(s,h(s)) =0sis ¢ I. On fait maintenant le changement de variable s = 71 (¢) qui donne

to+e
/Emf(w)da(x)= / Fn(t), by () /T o ()P (1))

0—¢&

t0+€ t0+8
=/t Fn (8 @)V Zdt/ )Y (0]l dt,

0—€

en utilisant les relations prouvées a la question 5.

On peut en fait montrer, avec un peu plus d’efforts, que si v est un paramétrage régulier L-périodique
de 99, pour tout t € Ret f € CO(R?) on a :

t+L
/ f(z)do(z) = / Fy@)IY @)1l dt. (3)
€N t

Notamment le terme de droite dans (3) ne dépend ni du paramétrage v ni de ¢, et la longueur d’arc
de 0Q est [, oo do(x) = t+LHﬂy (t)|| dt. On admet ce résultat dans la suite.

7. Dans cette question on suppose pour simplifier que le paramétrage régulier v parcourt 92 dans

le sens trigonométrique. Soient u et v deux fonction C> de R? dans R. Montrer que
L
| w6010 —v6@ni0 at = [ o) +duoia) . ()
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On va se ramener & utiliser la formule de la divergence. Au point de paramétre ¢ € [0, L[, la
tangente a 9 est dirigée par v/(t) = (74(t),¥5(t)). Alors (v4(t), =7} (t)) est un vecteur normal
a 0L, et il est sortant de €2 car on a supposé que «y parcourt 02 dans le sens trigonométrique.
Le vecteur normal unitaire sortant de € en v(¢) est donc v(v(t)) = (EZOII ( i (Y4 (t), =1 (t))-

Notons X = (3 ), de sorte que Div(X) = d1u + dav. Avec ces notations, la formule (3) donne :

L
/U(’V(t))vé(t) oy (O (1) dt = /X () ()] dt
0
X(a) - vla)do(e) = | Div(X)(a)do
e Q
/81u ) + Oqv(z) dx.

Exercice 3 (Inégalité isopérimétrique). On se place dans le méme cadre que dans I’exercice 2. On
considére un domaine C*° difféomorphe & un disque, noté €. Notons A l'aire de 2, i.e. sa mesure
de Lebesgue, et ¢ la longueur d’arc de 052, au sens de la formule (3). Le but de cet exercice est de
prouver Iinégalité isopérimétrique : 4r A < €% et d’étudier le cas d’égalité, via les séries de Fourier.
1. Soit f € CY(T) telle que f(0) = 0, montrer que 27| f|l2 < ||f’[l2. Etudier le cas d’égalité.
Pour tout k € Z, on a f/(k) = 2Z7T/~cf( ). Done, par Parseval,

1713 = Y0P = ae> 3 R2|Fw)| > 40> 3 [Fiw| ()

keZ keZx* keZx*

Comme f(O) =0, le terme de droite est égal a 472|| f||3 par I'égalité de Parseval. Cela établit
le résultat souhaité.

2 2
On a obtenu 'inégalité (i) en utilisant le fait que ‘f(k)‘ < kQ‘f(k)‘ pour tout k£ € Z*. On

aura égalité dans (i) si et seulement si, pour tout k € Z*,
2 -2 -2 ~
‘f(k;)‘ :kQ‘f(k:)‘ — (k2—1)‘f(k)‘ —0 <= ke {11} ou f(k) =0

On a donc égalité dans (i) si et seulement si il existe A_; et A; € Ctelsque f = A_je_1+Aje;.

2. En déduire quesi f et g € C'(T) sont & valeurs réelles, alors I'inégalité (5) est satisfaite. Etudier
le cas d’égalité.

47r/f dt</f 24 g/(t)%dt. (5)
Soit h = f — f(O) On a d’une part b/ = f/, et d’autre part
~ 1 ~
Lrod @~ [ nog@a=Fo) [ g0 = Fou0) - g0) =0
Pour tout t € T on a :

W (6)2 + g ()% — 4nh(t)g'(t) = (' (t) — 2xh(t))* + ' (t)* — 4x>h(t)>.

Donc
1(4\2 1(4\2 —Ar / _ 1(1\2 1(4\2 — Ar /
/Tf(t) +4'(t)°dt —4 /Tf(t)g (t)dt /Th(t) +4'(t)°dt —4 /Th(t)g (t)dt
- /T (¢/(t) — 2xh()*dt + (I[13 — 4x2)|A]3)
> (|13 — 47*(|h]3).



D’aprés la question 1 appliquée & h le dernier terme est positif, ce qui établit I'inégalité (5).
On a égalité dans 1'équation (5) si et seulement si, d’une part h est dans le cas d’égalité de la
question 1, et d’autre part
(¢/(t) — 2h(t))” dt = 0,

T
D’aprés la question 1, la premiére condition est équivalente a 'existence de A_1, Ag et A € C
tels que f=A_1e_1+ Ag+ Are;. Comme de plus f = f,ona A_; = Ay et Ag € R. Ainsi, il
existe Ag € Ret Ay € C tels que f = Ag+ Ajeqg + Are_.
La seconde condition est équivalente & ¢’ = 2mh. Cela est équivalent au fait que :

VkeZt,  2nf(k)=2rh(k) =g (k) = 2irkg(k).

Le sens direct découle de la définition des coefficients de Fourier. Le sens réciproque repose sur
le fait que si ¢’ et 2wh ont les mémes coefficients de Fourier alors elles sont égales (injectivité
de I’application qui & une fonctions de L'(T) associe la suite ses coefficients de Fourier).

Sous les conditions précédentes, on obtient g(1) = —if(l) = —iA;, g(-1) = zf(l) =iAj et
g(k) =0 si |k| = 2. Comme g est a valeurs réelles on a de plus g(0) € R.

Finalement, on a égalité dans I’équation (5) si et seulement si il existe Ay € R, By € R et

Aq € C tels que :

f= Aile_l + Ag + Ajeq et g = Z'Aile_l + By — iAjeq. (ii)

On cherche désormais a prouver que 41 A < 2. Soient L > 0 et v : R — R? un paramétrage régulier
L-périodique de 99 tel que 7|, est injectif.
3. Argumenter qu’on peut se ramener & la situation suivante :

e le paramétrage v parcourt 92 dans le sens trigonométrique ;

la plus petite périodicité du paramétrage est L = 1.

e la longueur d’arc de 9 est £ =1

e 7 est un paramétrage par longueur d’arc de 99, c’est-a-dire Vt € T, [|7/(t)]| = 1.
Si v parcourt 02 dans le sens horaire, il suffit de changer v en t — ~(—t) pour obtenir un
paramétrage régulier qui parcourt 0€2 dans le sens trigonométrique.
Si 4 est un paramétrage régulier dont la plus petite période est L, alors t — ~(tL) est un
paramétrage régulier dont la plus petite période est 1. Dans la suite on suppose donc L = 1.
Soit A > 0. Si on applique une homothétie de rapport A a R?, alors AQ est un domaine C™
diffeomorphe a un disque, et d’aire A = A?A. Son bord est la courbe A€, difféomorphe & un
cercle, qui est de longueur I = M. En effet, 'application Ay : R — R? est un paramétrage
régulier 1-périodique de A\JS) et donc

- 1 1
EZAHMWW&ZAAHM@WH:M.

On a donc 471 A < £2 si et seulement si ArA < /2. En utilisant ceci avec \ = %, on voit qu’on
peut se ramener au cas ot £ = 1. On suppose désormais que £ = 1.

Comme ~ est un paramétrage régulier, 'application v : ¢t — ngW’(S)H ds est C*° sur R et de
dérivée strictement positive. Soit ¢ € R, on a :

t t+1 1
¢w+nzﬂmwwm+l mwwwzwwﬁémww@:wwwzww+1
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Dans

En particulier, Vk € Z, (k) = k et ¥(t) pa— +00. Donc 9 est un C*°-difféomorphisme de
— 400

R dans R. Notons ¢ = 1~!. Soit s € R, il existe t € R tel que s = 9(t). D’aprés 1’équation
précédente, on a donc

s+ 1) =pWt)+1)=gpop(t+1)=t+1=¢(s)+ 1.
Soit ¥ =y o0 : R — R? qui est C*°. Pour tout s € R, on a
V(s +1) =7(e(s +1)) =7(e(s) +1) = yop(s) =7(s).

Donc 7 est 1-périodique. On a J(R) = y(R) = 9. Comme ¢(0) = 0 et (1) = 1 on a
©([0,1]) = [0,1], et Fjo1[ = V0,1 © P[o,1[ est injective comme composée de fonction injective.
Enfin, pour tout ¢t € R, on a

IV DIl _
W@

Quitte a remplacer v par 7, on peut supposer que 7 est un paramétrage par longueur d’arc.

7O = 117" (e(@)e' ()]l =

la suite, on suppose que les quatre conditions de la question 3 sont vérifiées.

1
Montrer que A = / 1 ()75 (t) dt & Paide de la formule (4).
0

On applique la formule (4) de 'exercice 2 avec u : (z1,x2) — x1 et v : (z1,22) — 0. Comme
on a supposé que v parcourt d€2 dans le sens trigonométrique, il vient :

1
0

1
A= /Q do = /Q () + Bav(z) dz = / (Y (£)14(8) — v (Y (D), (1) dt = /0 T (t)4(0):

. Conclure que 47 A < (2. Etudier le cas d’égalité.

Rappelons qu’on est dans le cas L = 1. En particulier v est 1-périodique et on peut traiter v;
et yo par les séries de Fourier. D’aprés les questions 2 et 4, on a :

1 1 1
AmA = 477/ M (t)72(t) dt < / %) +5(1) dt =/ Iy ()] dt.
0 0 0

Comme on a supposé que 7y est un paramétrage par longueur d’arc et que £ =1 on a :

1
/ W@t =1= 2,
0

ce qui établit 'inégalité isopérimétrique.

Etudions le cas d’égalité. Il y a égalité dans 'inégalité isopérimétrique si et seulement si on a
égalité dans (5) pour 71 et 7. D’aprés la question 2, c’est le cas si et seulement si y; et o
sont de la forme (ii). En identifiant R? avec C de facon canonique, on a dans ce cas :

Y= +1iy = Ag +iBg + 2A1e7.

Remarquons que A; # 0 sinon + serait constante. On note z = Ag + ¢By € C et on écrit 24,
sous forme polaire : 24; = Re*™ avec R > 0 et 6 € [0,1[. Alors v : t — 2z + Re?™0+) ot 90
est le cercle de centre z et de rayon R. Nos conditions de normalisation imposent que R = %
Finalement, on a montré qu’il y a égalité dans 'inégalité isopérimétrique si et seulement si 2

est un disque euclidien.



Exercice 4 (Divergence et volumes). Soient X : R” — R™ un champ de vecteur C* et ® son flot,
L.e. pour tout € R™, ®(-, ) est la solution de I'équation différentielle y' = X (y) telle que y(0) = x.
Soit © C R™ un domaine C* inclus dans la boule B(0, R) de centre 0 et de rayon R > 0.

1. Justifier qu’il existe € > 0 tel que P soit bien défini et de classe C* sur | — ¢,¢[x B(0,2R).
Comme le champ X est C* il est en particulier localement lipschitzien et on est bien dans les
conditions d’application du théoréme de Cauchy-Lipschitz. En particulier, pour tout z € R™ il
existe une unique solution maximale au probléme de Cauchy y' = X (y) avec condition initiale
y(0) = x, et cette solution est définie sur un intervalle ouvert.

En fait, on sait que ® est bien défini sur un ouvert de U C R x R™ contenant {0} x R™. De plus
comme X est C* alors @ est C* sur U. L’ensemble K = {0} x B(0,2R) est compact et inclus
dans U. Soit £ > 0 la distance de K au fermé disjoint R\ U. Si (¢, x) €] —e,e[x B(0,2R) alors
d((t,z), K) < |t| < e et donc (t,z) € U. Donc ® est bien défini et C*° sur |—¢,[xB(0,2R) C U.

2. Soit t €] — e,¢[ on note &, = P(¢t,-) et O = P,(). Vérifier que V (t) = Vol(£2;) est bien défini
et Iexprimer sous forme d’une intégrale sur €.

Les propriétés du flot montrent que sur l’ensemble ®,(B(0,2R)) I'application ®_; est bien
définie et que ®_; o (®¢)p02r) = Id|po,2r). Donc ®; : B(0,2R) — ®,(B(0,2R)) est une
bijection C* de réciproque ®_; également C*°, i.e. ¢’est un C*°-difféomorphisme.

Comme Q C B(0,R) C B(0,2R), on a ; = &4(Q2) C ®,(B(0,R)) et le dernier ensemble est
compact donc de volume fini. Donc V'(¢) est bien défini. Ensuite, par le changment de variable
x = ®;(y) on obtient :

V(t):/ dx:/ dm:/|det(Dy¢>t)|dy.
Q4 D(Q) Q

On peut remarquer que (s,y) — det(D,®,) est C> par régularité du flot. Cette fonction ne
s’annule pas donc est de signe constant. Comme ®g est I'identité de R™ ce déterminant est
toujours positif. Finalement,

V() = /Q det(D,Py) dy.

Dans la suite, pour une fonction définie sur un ouvert de R x R™ on notera dy la dérivée partielle par
rapport a la variable dans le facteur R et Jq, ..., 0, les dérivées partielles par rapport aux variables
dans le facteur R™.

3. Montrer que V est dérivable sur | — ¢, ¢[.
Soit x € Q et t €] — €[, la matrice de D®; en x est M(t,x) = (0;Pi(t, 7)), ;<
matrice dépend de fagon C* de (¢, z) puisque ® est C*°. Le déterminant étant polynomial, la
fonction F(t,z) — det(M(t,x)) est de classe C*° sur U. Et ona V : t — [, F(t,x) dz d’aprés
la question 2.

et cette

Soit o €]0,¢[. La fonction 9pF est continue sur U. Elle est donc bornée par une constante
C > 0 sur le compact B(0, R) x [—«, a]. On peut donc appliquer le théoréme de dérivation des
intégrales a parameétres sur | — o, of est dominant doF' par C. Comme c’est valable pour tout
a €]0,¢[, on en déduit que V est dérivable sur | — ¢,¢[ et de plus :

Vit / O F(t,z)dz.
Q



4. Exprimer V’(0) en fonction du champ de vecteur X.

Vue la formule précédente, il s’agit de calculer 9y F (0, x) pour tout x € Q. Soit z € §, par la
régle de la chaine,

1 1

80F(0, :L') = D(O,ac) (det OM) : <0> = DM(O,.Z’) det OD(O@)M : <0> = DM(O,;U) det 'aoM(O, l’)
0 0

D’une part M (0, x) est la matrice de la différentielle en x de ®y = Id. Donc M (0,z) = Id et

Dis(0,0) det = Tr. Donc 9gF(0,z) = Tr(dM (0, x)). La j-¢éme colonne de M est 9;®. Donc la

j-éme colone de JgM est 0p0;® = 0;00P = 0;(X o P).

Comme @(0,-) est Iidentité, 0;(X o ®)(0,z) est la j-éme dérivée partielle évaluée en z de

Xo®(0,-) = X. La j-éme colonne de 9yM (0, z) est donc 9; X (x). En notant X = (X1,...,X,,),

on a donc 9 M (0,z) = (9;Xi(2)),; ;<,, et donc OF(0,z) = Tr(GoM (0, z)) = Div(X)(z).

Finalement, on obtient V'(0) = [, Div(X)(z)dz = [,o X(z) - v(x)do(x), on v la normale

unitaire sortante de {2 et do sa mesure superficielle.

Remarque. Comme c’est valable pour tout domaine 2 sympathique, on voit donc que la di-
vergence de X traduit la facon dont le flot de X modifie les volumes, ce qui s’interpréte aussi
naturellement sur la seconde formule.

5. On suppose dans cette question que X = Vf ou f : R® — R est sous-harmonique. Montrer
que V'(0) > 0.
Avec Pexpression précédente, on a V'(0) = [, Div(V,f)dz = [ Af(z)dz. Comme f est
sous-harmonique l'intégrande est positive. Donc V’(0) > 0.

6. Donner un exemple simple de fonction f : R” — R sous-harmonique, calculer son flot gradient,
et vérifier qu’il augmente bien les volumes au fil du temps.
Considérons f : z — %HxHQ qui est telle que Af : z +— n et est donc bien sous-harmonique.
Pour tout x € R, X (z) = V,f = z. Donc Vf est un champ radial (nul en 0).
L’origine est 'unique point fixe du champ, donc ®(¢,0) = 0 pour tout t € R.
Soit x # 0, comme le champ de vecteurs est radial on se convainc qu’il existe une fonction
telle que ®(t,z) = a,(t)x sur le domaine de définition de ®(-,x). On doit avoir a,(0) =1 et
ol (t)x = 9p®(t,z) = X(®(t,7)) = a(t)x pour tout ¢, i.e. o), = a,. On a donc ay : t +— €
pour tout z # 0. Finalement, le flot de V f est défini sur RxR"™ par ® : (¢, z) +— e'z, cest-a-dire
®, est 'homothétie de rapport e’.
On voit que pour tout ¢ € R, I'application ®; multiplie les volumes par (e!)" = ™. On vérifie
bien sur cet exemple que pour tout ouvert  C R™ borné, Vol(®;(Q)) = €™ Vol(2) est une
fonction croissante de t.
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