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Feuille 4 — Transformée de Fourier, régularité et décroissance

Exercice 1 (Régularité et décroissance de la transformée de Fourier). Soit f € L'(R).
1. Soit k € N, on suppose que f € CF(R), que f*) € L'(R) et que pour tout j € [0,k — 1],
|f x)| ———— 0. Montrer que ’f( )‘ = o([¢]7F).

|z[—+o0
Soit & € R*. Comme f € L'(R), il en est de méme de x + f(z)e” 2% et

. A ‘
:/f(x)e—Zwr:cf dr = Iim / f($)6_2”m£dm.
R

A—+o0 _A

Soit A > 0, on va calculer par des intégrations par parties successives, toutes les fonctions
considérées étant bien C! sur le segment [— A, A].

A —2irxe1 A A —2iTx
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A
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(k) —2imxé
+ (2i7r§)k /Af (x)e dz

Comme précédemment f*) € LY(R), donc z — f¥)(x)e27% aussi et la derniére inté-

grale converge vers f() (&) lorsque A — +oo. Par ailleurs, pour tout j € [0,k — 1], on a
| fO(A)e2imAL| = | £U0)(A)| o Ot | fO(=A)e? 4| = | fI)(-A4)] oo U par hypo-
—+o0 — 0

thése. Finalement, on obtient f(ﬁ) = mﬁk\)@)

Cette formule est valable pour tout £ # 0. En particulier,

70| < | FBce)

| = o(lel™).
par le lemme de Riemann—Lebesgue appliqué a f (k)

2. Soit p € N, on suppose que gp : « — 2P f(x) est intégrable. Montrer que J?E CP(R) et que pour

tout g € [0,p], (/) (E)lﬂ—ﬂ)

Soit ¢ € [0, p], pour tout € Ron a |z|? < 1+ |z|P donc |zf(z)| < |f(x)| + |2P f(x)]. Comme
f et g, sont intégrables, il en est de méme de g, : z — z9f(x).

Soit h : R x R — C l'application (z,&) — f(x)e™2™¢ Pour tout = € R, I’application h(z,-)
est C*° sur R et on a pour tout g € N :

0h

og @8 = (= 2ima)f(z)e 2T,



En particulier, pour tout ¢ € N, pour tout (x, ) € R?,

0%h

G 9] < @n1e1£(@)] = 2mylagta)l

Le terme de droite étant indépendant de & et intégrable tant que ¢ < p, on peut appliquer
le théoréme de dérivation des intégrales & paramétres de fagon répétée. Par récurrence, on en
déduit que, pour tout ¢ € [0, p], la fonction f est de classe C? et

F9O (—2i7r)q/ 29 f (x)e” 278 dg,
R

c’est-a-dire f(q) = (—2im)%g,. En particulier, f(Q) est une transformée de Fourier et tend donc
vers 0 & I'infini par Riemann-Lebesgue.

Exercice 2 (Transformée de Fourier des fonctions a support compact). 1. Soit f € L'(R) telle
qu’il existe M > 0 tel que f est nulle presque partout en dehors de [—M, M]. Montrer que ]/”\
est la somme d’une série entiére de rayon de convergence infini.

Soit M > 0 tel que le support de f soit contenu dans le segment [—M, M]. Soit & € R, sur
[—M, M] la fonction & — e~ 2% est la somme normale de la série de fonction Y-, - (72;7;&)’6 zk.
En effet, exp est la somme normale de sa série entiére sur tout compact de C. On a donc :

iy i M —2im&x)k —2ine)k M
fo = [swermear— [ gy EEEE a - S B2 et

k=0 ’ k=0

Notons que pour tout k € N, fi\/][v[]f(x)]\:rk\ dz < M*|f|l1 < +oco. Donc ces intégrales sont
finies.

Pour tout k& € N, notons ay = Piir)k fﬁff(x)xk dz. On a alors |ag| < (2”%)k || f|l1. Par le
critére de d’Alembert, ), apX k est une série entiére de rayon de convergence infinie. Le

calcul précédent montre que f est la somme de cette série entiére.

2. Si f € L'(R) une fonction & support compact, est-ce que fest a support compact ?
On vient de voir que fest analytique. Si elle était & support compact elle serait nulle par le
principe des zéros isolés. On aurait alors f = 0 par injectivité de la transformée de Fourier.
3. Si ]?est analytique, est-ce que f est nécessairement a support compact ?
Non, les gaussiennes sont des contre-exemples.

Exercice 3 (Espace des fonctions vérifiant la formule d’inversion). Soit W = L*(R) N F(L(R)).
On rappelle que Cy(R) est I'espace des fonctions continues sur R qui tendent vers 0 a l'infini.

1. Montrer que f € W <= f € L'(R) et fe L'(R).
Si f € LY(R) et fe L'(R) alors, par inversion de Fourier, f = f=7 Donc f € W.
Inversement, si f € W, alors il existe g € L!'(R) tel que g = f € L'(R) et donc f = g € L*(R).
2. Montrer que f € W «— ]/”\E wW.
On vient de voir que si f € W, alors fe L'(R). Mais alors ]?6 W. Si fe W, alors f = J/‘\e W
et donc f e W.
3. Si f € W, montrer que f est continue et f € LP(R) pour tout p € [1,+00].
Soit f € W, il existe g € L'(R) telle que f = §. En particulier, f est continue et tend vers 0 &
Iinfini donc f € L>(R). Par définition de W on a f € L'(R).
Enfin si p €]1, +oo|, on écrit [f|P = |F]|F[P~* < |f|IIf%". Donc |f|P € LY(R) et f € LP(R).



4. Soient f,g € W, montrer que f*xget fge W.
On a f,g € L'(R) donc f * g € L'(R). De plus m = fﬁ D’aprés les questions 2 et 3, on
afeWcCL\(R)etge W C L®R). Donc f+g = fg € L'(R). Ainsi f xg € W, par la
question 1.
On a fg = F1(f)Fg) = F(F(f)*F (g)). Comme W est stable par F d’aprés la
question 2, il suffit de montrer que F~1(f) * F~1(g) € W.
Comme f € W, ona f € W. En effet f € L'(R) et si f = h avec h € LY(R ) alors f =
D’aprés 2 on a donc F~'(f) = f € W. De méme F~'(g) € W, donc F~L(f) x F~1(g) €
par la premiére partie de la question. Et donc fg € W.

On définit || £]| = || f]l1 + | f]l1 pour tout f e W.

h
ew

5. Montrer que W est un espace vectoriel et que ||-|| définit une norme sur W.

Comme F est lindaire F(L'(R)) est un espace vectoriel, de méme que L!(R). Donc W est un
sous-espace vectoriel de L!'(R) comme intersection de deux tels sous-espaces.

Soit f € W. Si || f|| = 0 alors || f||1 = 0 et donc f = 0 dans L!(R). Comme F est linéaire et ||-||1
est une norme sur L'(R), il est clair que ||-| est homogéne et vérifie 'inégalité triangulaire.

6. Montrer que (W, ||-||) est un espace de Banach.
Soit (fn)n=0 une suite de Cauchy de (W, |-||). Alors les suites (fy),>o et (fA'n)n>0 sont de
Cauchy dans I'espace complet (L*(R), |-][1). En particulier, elles convergent vers des fonctions
f et g € L'(R) respectivement.

Par continuité de la transformée de Fourier, ( fn)n>0 converge uniformément (en particulier
simplement) sur R vers f Par ailleurs, quitte & extraire une sous-suite, ( fn)nZO converge
presque partout vers g. Donc g = f presque partout et f € LI(R) Donc f e W.

Finalement, |fu — fIl = llfn = Flls+ 170 = 7l = L= £l + 17 =gl —— 0. Done (fu)uzo
converge vers f dans (W, ||-||) ce qui montre que cet espace est complet.

On pose h: z +— e ™ et pour tout n € N, h,, : © — nh(nz). On rappelle que ces fonctions forment
une approximation de I'identité.

7. Soit f € L'(R), montrer que pour tout n € N, f * h, € W.
§git n € N, on a bien ff hy, € L'(R). Par ailleurs, m = ]?f/L; € LY(R). En effet, on sait que
h, € S(R) C LY(R) et f € L*=(R). Donc f * h, € W.

8. En déduire que W est dense dans (Co(R), |||lec))-

Soit f € CY(R) Iensemble des fonctions continues & support compact. On a en particulier
f € LY(R) et donc f * h,, € W pour tout n € N*.
Dans la suite, pour tout ¢ € R on note f; : x — f(x —t). Pour tout z € R et n > 1,

1f * ha(e) —‘/fm— y)dy - f(x /h dy’ /|f:c— )= F(@)lhn(y) dy

g/R‘f x—ﬁ —f(z)]h(z)dzg/Rh(z)

Donc, pour tout n > 1, ||[f*hp — f|l < th(z)‘ f

support compact, elle est uniformément continue, ce qui est équivalent a ||f; — f||., —= 0

f: - fHoodz.
(i)

z — fH dz. Comme f est continue a
m 00




Donc, pour tout z € R, h(z)‘

fz — fH ——— 0. Par ailleurs, pour tout n > 1 et z € R,
n oo N——+00

h(z)

fz — f” < 2||fllooh(2). Comme h € LY(R), par convergence dominée on a :
n [e'e)

/R h(2)|

et done || f % hn — flo 0.

feo fH dz —— 0.
n [e's) n—-+00

Soit maintenant f € Co(R) et soit &€ > 0. Il existe g € C2(R) tel que ||f — g|loo < €. D’aprés ce
qu’on vient de montrer, il existe h € W tel que ||g — h||oc < e. Donc [|f — hljcc < 2e. Donc W
est bien dense dans Cyp(R) pour ||-|/co-

Remarque. Attention, W n’est pas dense dans C2(R) car il n’est pas inclus dedans.

9. En déduire également que, pour tout p € [1,4o00[, W est dense dans (LP(R), ||-|/5))-
On commence de nouveau par le cas d'une fonction f € CO(R) € LP(R). De nouveau, pour
tout n > 1ona f*h, € W et on veut montrer que || f * hy, — f||, —T—> 0. En repartant de
n—-+0oo

la majoration (i), il vient pour tout x € Ret n > 1,

Femto) = s < (< [[o(e-2) - s@peas) < [r(e-2) - s

en appliquant 'inégalité de Jensen pour la fonction t — P, qui est bien convexe sur [0, +ool,
et la mesure de probabilité gaussienne h(z)dz. On intégre cette relation par rapport & = et on
applique le théoréme de Fubini—Tonelli :

I 5hn= £ < [ 1) [ [#(e=2) = @) dodz = [ nia)

fz — f” — 0. Donc
" P

h(z)dz

‘ p

p
B —prdz.

Par continuité des translations dans LP(R), on a pour tout z € R, -
n——+0o0

I'intégrande dans le terme de droite ci-dessus converge simplement vers 0. Il est dominé par la
fonction intégrable 27| f||bh. Donc, par convergence dominée,

/R hz)

et donc || f % hy, — pr m 0. Donc f * h,, m f dans (LP(R), [|||))-

P
] [ p—
n P n—-4o0o

Soit maintenant f € LP(R) et soit e > 0. Il existe g € C2(R) tel que || f — g||, < &. D’aprés ce
qu’on vient de montrer, il existe h € W tel que ||g — hl|, < e. Donc ||f — hl|, < 2¢. Donc W
est bien dense dans LP(R) pour ||-|,.

Exercice 4 (Extension holomorphe de la transformée de Fourier). On note e, : t — €™ de R
dans C pour tout y € R. Soit f : R — C telle que fe, € L'(R) pour tout y € R. On définit une
extension de f a C par :

VeeC,  f(z)= /R Ft)e 2= dt, (1)

~ ~

1. Pour tout x et y € R montrer que f(x + iy) est bien défini et que f(z +iy) = F(fey)(x).
Soient z et y € R, pour tout ¢ € R on a f(t)e” 2@ HW) = f(#)e2™We 2t — f(t)e, (t)e= 27,
En particulier, | f(t)e 2™ @+®)| = | f(t)e,(t)| et cette quantité est intégrable car on a supposé
fey € LY(R). Donc f(z + iy) est bien définie. Par ailleurs,

fla+iy) = /Rf(t)emt(”””y’ = /Rfu)ey(t)em dt = F(fey) ().



2. Soit t € R, on note A; : C* — C la fonction A; : z — fm# Montrer que A; se prolonge en
une fonction continue sur C et que Vz € C*, |Ay(2)| < 27|t|e2 =,
Sit = 0 alors A; est la fonction nulle. Elle se prolonge bien & C entier avec la majoration
souhaitée. Dans la suite on suppose que t # 0. Soit z € C*, on a e~ 2"* = Dok k>0 (Z2imtz)” 2”th donc

o (2imt)F L = (=2imt)R
At(Z)—ZTZ _ZWZ .
k>1 k>0

i)kl
La série entiére ) | k>0 %X k est de rayon de convergence infini par la régle de d’Alembert.

k! (—2imt)k+1 (—2int)
En effet (=2imt)e (kD kL

fonction holomorphe sur C entier qui coincide avec A; sur C*. Donc A; s’étend en une fonction
holomorphe sur C, en particulier continue.

0. La somme de cette série entiére définit donc une

Par ailleurs, pour tout z € C*, on a :

(—2imt)k+1 |27t |F+1 (2r|t))*
|A¢(2)] = Z WZk < Z W‘Z|k < 27t Z T’Z’k = o|t|e? Il
k=0 ’ k=0 ’ k>0 :

3. Soit w € C, montrer que ]?est C-dérivable en w. En déduire que fest holomorphe sur C.
Soit z € C*, par la définition (1) de f on a :

f(w—i_z)_f(w)_l —2imt(w+z) - —2imtw
e
- /R f (t)e—””we_mj —Lar= /R F)e v Ay(z) dt.

Pour montrer que cette quantité converge lorsque z — 0, on va appliquer le théoréme de
convergence dominée dans la derniére intégrale. D’aprés la question 2, pour tout t € R, la
fonction A; se prolonge continuement en 0. Donc f(t)e™ 2% A;(z) - f(t)e 2w A,(0) pour
tout ¢t € R. ’

D’aprés la question 2, pour tout ¢t € R et tout z € D(0,1) \ {0}, on a

’f(t)ethwAt(ZM < |f(t)’627r|tHw\2ﬂ_|t|627T\t||z\ < 27T’t|€27r|t|(|w|+‘z|)|f(t)’ < 62ﬂ|t|(|w|+2)|f(t)‘,

ou dans la derniére inégalité on a utilisé s < e® avec s = 27|t| et |z| < 1. Le terme de droite
est indépendant de z et intégrable. En effet,

0 400
/|f |627r|t| |w|+2) dt = / |f(t)‘ —27t(|w|+2) dt +/0 |f(t)‘e27rt(\w\+2) dt
/|f —2mt(Jw|+2) dt—i-/‘f 27rt |w|+2)d

<|Ife—quir2)llr®) + 1 fepwi+2llor@) < +oo.

D’aprés le théoréme de convergence dominée, on a donc

f(w + Z) — f(w) — /Rf(t)At(O)e%ﬂ'tw dt.

z

Donc ]?est C-dérivable en w. Comme w € C est quelconque, J?est (C-dérivable en tout point,
c’est-a-dire holomorphe sur C.



4. Soit g : t — e_”t2, rappeler sans démonstration I'expression de g(&) pour £ € R. En déduire
lexpression de g(z) pour tout z € C.

Avec notre normalisation F(g) = g donc, pour tout £ € R, g(§) = g(§) = e e,
Vérifions que g satisfait les hypothéses de cette section. Soit y € R, pour tout ¢ € R*,
0 < g(t)ey(t) = 2g(t)e™ < |t2g(t)e*™ ¥ = exp(—mt? + 2x|y|[t| + 2In(|t])) — 0.

[t| =400

Donc ge,, est une fonction C* sur R telle que g(t)e,(t) = O(|t|~2) lorsque |t| — +oo. Donc
gey € LY(R) pour tout y € R. D’aprés les questions 1 et 3, la fonction g est donc bien définie
et holomorphe sur C.

Par ailleurs la fonction g s’étend naturellement en une fonction holomorphe sur C définie par
gz e~ Les fonctions g et g sont holomorphes sur C et coincident sur R. Donc g — g est
holomorphe sur C et s’annule sur R. Comme C est connexe, le principe des zéros isolés montre
que g — g = 0 sur C. Donc, pour tout z € C, g(2) = g(z) = e,

Exercice 5 (Une caractérisation des fonctions a support compact). Dans cet exercice, on note de
nouveau ey : t — e2™¥ pour tout y € R. Soit f € L'(R) telle que fe, € L*(R) pour tout y € R. On

note encore f: C — C l'extension holomorphe de fdéﬁnie par (1) et étudiée dans l'exercice 4.
1. Supposons qu'’il existe R > 0 et C' > 0 tels que
-~ . 1+ (2my)? o.p
Va,y € R, ( ’gci TRyl 2

Montrer que f est continue sur R et que, pour tout t et y € R,
16 = [ Fla+ i)™= da. 3)

Déja, pour y = 0 lestimation (2) montre que fe LY(R). Donc par la formule d’inversion de
Fourier on a f = j?et cette fonction est continue. Donc f est continue.
Soit maintenant y € R, pour tout t € R on a

/ Fla + iy) e @+) qg — e_%ty/ Fla + iy)e? ™ dg = 6_2my}—<f(. - iy)) (—t).
R R

D’aprés la question 1 de l'exercice 4, on a J?( +iy) = F(fey). Par ailleurs, l'estimation (2)
montre que cette fonction est bien dans L'(R) (a y fixé, par rapport & ). On peut donc
appliquer la formule d’inversion de Fourier, qui donne f(f( + zy)) = F(F(fey)) = (féy)

Ainsi, pour tout ¢t € R,
[ Fla iy do — =2 f(e)e, (1) = )
R

2. Dans ce cas, en déduire que f est nulle hors de U'intervalle [—R, R].

Indication. Utiliser I’estimation (2) pour borner f(¢) par une quantité dépendant de y, puis
faire un choix judicieux de y en fonction de ¢t € R\ [—R, R].



Soit t € R. D’aprés (3), pour tout y € R*,
7 dx
] < . —27mty d < C(1 2 2 27r(R|y|ty)/ e
)| /R‘f(x—i-ly)le x (14 (2my)“)e yures:
1
<C(1+ (27ry)2)62”(R‘y|*ty) 5 [arctan(27z)] T < C(1 + (27Ty)2)€2ﬂ(3\y|*ty)'
i

[e.e]

Sit > R, considérons y > 0. On a |f(t)| < C(1 + (2my)?)e 27— Ry i 0. Donc f(t) = 0.
Yy [e.e]

Symétriquement, si t < —R soit y < 0. On a ty = [t||y| et |f(t)| < C(1 + (27y)?)e 2 (-l
Comme [t| > R, cette quantité tend vers 0 lorsque y — —oo. Donc f(t) = 0 de nouveau. Ainsi,
la fonction f est nulle hors de [ R, R].

3. Inversement, soit R > 0, supposons que f € C*(R) est & support dans [~ R, R]. Montrer qu’il
existe C' > 0 tel que 'estimation (2) soit satisfaite.

Indication. Exprimer la transformée de Fourier de fe, — (fe,)” en fonction de 7.

Soit y € R, la fonction fe, est C* et a support compact. En particulier, (fe,)’ et (fe,)” sont
continues & supports compacts et donc dans L'(R). Pour tout = € R,

F(fey— (fey)") (@) = F(fey)(x) — F((fey)") (@) = (1 — (2imz)?) F(fey)(x)
= (14 (272)?) f(z + iy),

ou on a utilisé la question 1 de I’exerice 4. Donc ‘f ‘ g 2m ez | F(fey — (fey)")(x)| et
il suffit de trouver C' > 0 tel que || F(fey — (fey)")|l, < C(1+ (2my)?)e? Bl pour tout y. On
calcule :

(fey) - (fey)” = fey — fﬂey - 2f,€;, - fefy' = (f — "= dmryf — f(27ry)2)€y
= (f(1 —4m®y?) —dmyf' — f")e,

Donc,

‘}_(fey - (fey)”)‘ = ‘(1 - 4W292)F(fey) - 47T?J-7:(f/6y) - }_(f//ey)‘
< (144797 F(fey)| + 4nlyl| F(f'ey)| + [F(f"ey)]
< (14 2my)?) (| F (fey)l + | F(f'ey)| + | F(f"ey)l)-

Comme f est a support compact dans [—R, R], on a :

WAt = || f]| 11 gy Y.

R R
17 (el < Ifell g = / 0l a < / )

De méme [[F(f'ey)| < ||f’HL1(R)627rR|y‘ et [[F(f"ey)ll < ||f”||L1(R)e2”R|y|. En définissant
C=flm + 1@ + 11 21®) on a done [F(fey — (fey)" )l < C(1+ (2my)?)e? Rl
comme voulu. Ainsi I'estimation (2) est vérifiée.

Remarque. En fait, le théoréme de Paley-Wiener affirme qu'une fonction f telle que fe, € L'(R)
pour tout y € R est nulle preque partout hors de [—R, R] si et seulement si il existe N € Net C > 0

tels que : R
Vz € C, f(z) < C(1+ \z]N)eR%(Z).

La démonstration de ce résultat fait appel & la théorie des distributions tempérées.



Exercice 6 (Equation de la chaleur dans R). Soit F' : (t,z) + F(t,x) une fonction de classe C? de
10, +00[ xR dans C. On dit que F est solution de I'équation de la chaleur si %—I; = (89271;.

Soit ¢ > 0, on notera Fy : z — F(t,x). On notera aussi F(t,&) = Fy(¢) pour tout & € R.

22
1. On définit E :]0, +oo[ xR — C par E : (t,z) — (47rt)_%e_ﬁ. Montrer que E est solution de
I’équation de la chaleur.

La fonction E est de classe C* sur |0, +oo[ xR. Calculons ses dérivées partielles. Pour tout
(t,x) €]0,+o0] xR, on a :

OF -z 1 2 T
at

%(tﬂﬁ) = 2t \/E = _27tE(t7x)a
2E 1 2 2 1
Zﬁu,@ = fx(—;m,x)) =~ B(t,2) + 1> B(t.x) = (ftz - %)Eu,x)
Par ailleurs,
OF —21  _.2 2?1 _a? 1 22 O*E
Ve = T4 — T =|——+— |F = — .
ot " (47Tt)% T 4t2 y/ 47Tt6 : < 2t " 4t2> ) Ox? t,2)

Donc E est bien une solution de I’équation de la chaleur.

2. Soient f € L'(R) et t > 0, montrer que E; * f € L'(R) et exprimer ET;f en fonction de f
On a f € LY(R) et E; € LY(R) (c’est la densité d'une variable aléatoire gaussienne centrée de
variance 2t). D’aprés l'exercice 5 du TD3, on a E; * f € L'(R) et E/t;f = /E\t]? Il reste donc
a expliciter E\t
OnakF LT e*”a et on sait par le cours que cette fonction est sa propre transformée de
Fourier. Pour t > 0 et £ € R :

E\ — E.(x 6—21'71'59: —2iméx dr = / 6—7Ty2€—2i7r§ 47Ttyd
(6 = [ B -=/ i Vi gy
—E. (\/4m§> —E. (\/4m§) — pime
4w 4T
Donc E; : € — e~ 4% Finalement, pour tout f € L (R) et tout t >0 on a :
Erxf & f(§e e

3. Montrer que E; * f . f dans LY(R).
—
Pour tout t > 0, E; est une fonction positive d’intégrale 1. De plus, pour tout € > 0, on a

Ey(x)dx py 0. Donc (Ey)¢>0 est une approximation de 'identité. En particulier, pour

|z|>e -

tout f € LY(R), on a ||Ey x f — fll1 Py 0. On peut aussi montrer cette convergence comme
H

dans la question 9 de I'exercice 3.

4. Montrer que (t,z) — (E; * f)(x) est solution de I’équation de la chaleur.
Soit h: (t,z,y) — f(y)E(t,z —y) et soit

F:(t,x)— (B f)(x /ht:vy



Supposons dans un premier temps que L’on ait prouvé que F est de classe C? et que ses dérivées
s’obtiennent par dérivation sous I'intégrale. On a alors, pour tout ¢ > 0 et tout z € R :

oOF 0’°F oh 0%h
E(t’@ - @(ta r) = : E(t,fc,y) - @(t,x,y) dy

- [0 (G- - SE s —) ay =o.

En effet, on a prouvé que E était solution de I’équation de la chaleur dans la question 1.

La difficulté technique est donc de prouver que F est C? et que ses dérivées s’obtiennent par
dérivation sous l'intégrale. On va prouver que F admet une dérivée partielle continue par
rapport a t qui s’obtient par dérivation sous l'intégrale.

Pour tout t > 0 et z € R, la fonction h(t, z, ) est dominée par (47rt)_% |f| et est donc intégrable
sur R. Pour tout x,y € R, la fonction h(-,x,y) est de classe C* sur ]0, +-o0[ et, en utilisant les
calculs de la question 1,

oh B oF B lz—y? 1 B
’at(taxay)‘ = |f(y)|‘at(t,ﬂf y)‘ < |f(y)|<4tg t 5 Et,x —y)
|z —yl? 1 1 ey
< —_ 0 — | — it
<ol (T 4 5) e

Soit Ty > T} > 0, si on suppose que t € [T1, T3], alors

|Qj . y‘Q 1 1 B \zfy\Q |$ o y‘Q 1 1 o |m4—Ty‘2 7 |24—Ty\2
Tt < (Tt ) e T = Pleouhe
1

2 2
1P 221\ 1 ) —irg
on P:zw— <4T12 + 2T1> TET Comme z — e 472 est dans S(R) alors z — P(z)e T2 est

bornée sur R. Il existe donc M > 0 tel que pour tout x,y € R et tout t € [T7,T>] on ait :

\‘%u,x,y)\ < MIf ()l

ot

Comme le terme de droite est intégrable sur R, on déduit du théoréme de dérivation sous
I'intégrale que F' admet une dérivée partielle par rapport a ¢ continue sur |77, To[ xR et que
cette dérivée s’obtient par dérivation sous l'intégrale. Comme c’est valable pour tout T et Th
tels que 0 < T1 < Th, on en déduit que ce résultat est en fait valide sur |0, +o00[ xR.

Le méme genre de calcul va montrer que F' admet une dérivée partielle sur |0, +oo[ xR par
rapport a x, qui est continue et s’obtient par dérivation sous l'intégrale. En particulier, /' admet
des dérivées partielles continues en (¢, z) sur |0, +oo[ xR. Elle est donc C! sur ce domaine.
En raisonnant de méme pour les dérivées secondes, on montre que F est de classe C2. En fait,
F est C™ avec les dérivées partielles que 1'on pense. Mais c’est pénible & prouver proprement.

On va voir que (¢, ) — (E; * f)(x) est I'unique solution de I’équation de la chaleur qui tend vers f
dans L'(R) lorsque t — 0 et qui vérifie certaines hypothéses techniques.

5. Soit F' une solution de 1’équation de la chaleur. Soit 7" > 0, on suppose qu'il existe g € L' (R)
positive, tendant vers 0 a 'infini, et telle que pour tout ¢t > T :

oF 0’F
I < —(t. )] < —(t, )] < —(t,)] < g.



Soit ¢ € R, montrer que ¢ s F(t,€) est C* sur |T, +o0| et que (t €) = —4Am2€2F (L, €).
On note h : (t,z,€) — F(t,x)e” %™ de sorte que P (t, &) — /h(t,x,{) dx. On veut une
R

fois de plus dériver sous I'intégrale.

La fonction A est dominée par g indépendamment de ¢ et &, donc elle est intégrable par rapport
a z et la fonction I est donc bien définie.

Soit = et & € R, la fonction h(-, z,¢) est de classe C' et, pour tout ¢t > T,

< g(z).

oh OF
Gta0)] = |5 o)

Donc F admet une dérivée partielle par rapport a t sur |T,4o00[ xR. De plus cette dérivée
partielle est continue et s’obtient par dérivation sous l'intégrale.

Soit £ € R, on a bien que ﬁ(-,{) est C'. Ensuite, soit t > T, on a :

OF oh OF : O%F :
—(t _ (¢t dr = = (t —Qzﬂ'ac{d _ Z (¢ —2z7rx§d
Gt = [ Gtaodn = [ Srae e~ [ So e ttan,
car F' est solution de I’équation de la chaleur. La condition de domination sur aF et 8 5,z assure

que ces fonctions sont intégrables par rapport & x et tendent vers 0 a llnﬁm On peut alors
intégrer deux fois par parties, ce qui redonne les relations usuelles entre la transformée de
Fourier de F} et celle de sa dérivée seconde :
O*F —2imxé . 2 —2imwé 24270
W(t,:v)e dz = (—2in¢€) F(t,x)e dr = —4n*E°F(t, x).
R OF R

On obtient donc bien que %; — —472¢2F sur |T, +oo[ xR.

. Soit F' telle que la condition précédente soit vérifice pour tout 7' > 0 et soit f € L'(R). On

suppose ||[Fy — f||1 . 0. Montrer que F(t,&) = f(£)e 4 ¢t pour tout (¢,¢) €]0, +oo| xR.
—

D’apres la question 5, pour tout € R la fonction ﬁ(, €) est de classe C! sur |0, +oc[ et on a

oF _ —472¢2F . Donc F(-,€) est de la forme ¢ — 056*4’7252"/ avec C¢ € C.

ot
Supposons que ||F; — f|l1 py 0. Par continuité de la transformée de Fourier, on a alors
—

Fi(§) m (€)
Par ailleurs, on a :
F€) = FE(E) = Pt €) = Cee ™€t s ¢

Donc C¢ = f({) et ﬁ(t,ﬁ) = f(f)e_4”25gt pour tout ¢t > 0 et tout { € R.
. En déduire que F est la fonction (¢,z) — (B * f)(x).
Soit t > 0, d’apres les questions 2 et 6, on a

o —

F,=F(t,)=F(t,) = E * .

L’injectivité de la transformée de Fourier montre alors que F; = Fy* f. C’est valable pour tout
t > 0, donc F est la fonction (¢, x) — (E; * f)(x).
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