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Exercice 1 (Propriété de la borne inférieure). Montrer que R satisfait la propriété de la borne
inférieure : toute partie non-vide et minorée admet une borne inférieure, i.e. un plus grand minorant.
Soit A C R une partie non-vide et minorée. Alors —A = {—a | a € A} est une partie non-vide de R
et majorée. Par construction de R, la partie —A admet une borne supérieure s.

Pour tout a € A on a —a < s et donc —s < a. Donc —s minore A. Soit m un minorant de A, alors
—m est un majorant de —A et donc s < —m. Donc m < —s. Donc —s est le plus grand minorant
de A. Ainsi R a bien propriété de la borne inférieure.

Exercice 2 (Densité des rationnels). 1. Montrer que R est archimédien : Vo € R, In € N, x < n.

Par l'absurde, si c¢’était faux il existerait x € R tel que Vn € N, n < x. Donc N serait une
partie non-vide et majorée de R, donc admettrait une borne supérieure s € R.

Pour tout n € N, comme n+ 1 € N on aurait n+ 1 < s et doncn < s— 1. Donc s — 1
majorerait N, contredisant la définition de s.

. Soient z,y € R tels que = < y. Montrer qu’il existe ¢ € N* tel que % <y-—ux.

Comme y — x > 0, il existe ¢ € N* tel que < ¢, c’est-a-dire % <<y -
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Montrer que I = {k S/ ) g < y} admet un maximum.

Comme [ est un ensemble d’entiers, il suffit de montrer qu’il est non-vide et majoré.

Il existe n € N tel que n > —qy. Alors n+1 > —qy, donc —"T‘H <yet-n—1€l doul #0.

Il existe m € N tel que gy < m. Pour tout £ > m on a y < % <§etdonck¢[. Donc m
majore .

. En déduire qu’il existe r € Q tel que x < r < y.

Soitp:maxl.Commepé[,ona§<y.Si%’<xalors%<x+%<yetdoncp+1el,

ce qui contredit la définition de p. Donc z < %’ et r = % € Q convient.

Exercice 3 (Topologie métrique). Soit (X, d) un espace métrique et soit O la famille des réunions
quelconques de boules ouvertes. Montrer que O définit une topologie sur X.

Ona X =J,cx B(z,1) donc X € O.

Le cas de () est un probléme de zérologie. Ou bien on considére que c’est B(x,0) pour tout
x € X, ou bien que () est une union indexée par () de boules ouvertes. Dans tous les cas () € O.
Soient (U;)ier des élements de O. Pour tout ¢ € I, il existe J; et des boules ouvertes (B; ;) e,
telles que U; = UjeJi B;j. Alors U;c; Ui = Ujer UjEJi B; ;0.

Soient U et V € O, il existe des ensembles I et J et des boules ouvertes (B ;)icr et (B2 j)jcs
tels que U = (J;jc; Briet V = UjeJ By ;. Alors

unv = (U Bl,i) N U BQJ‘ = U Bl,i N BQJ.

i€l jeJ iel,jed



Par le point précédent, il suffit donc de montrer que l'intersection de deux boules ouvertes de
X est dans O. Soient z,y € X et «, 5 €]0, +00]. Pour tout z € B(xz,a)NB(y, ) il existe v, > 0
tel que v, < min(a —d(z, 2), 8 —d(y, z)). Par l'inégalité triangulaire, on a B(z,v,) C B(z, a),
et de méme B(z,7:) C B(y, 8). Donc B(z,) N B(y, 8) = U.cp(a)np.s B(%:7:) € O.

Exercice 4 (Topologie et distances équivalentes). Soient deux distances d; et da sur X, on suppose
qu’elles sont équivalentes, c’est-a-dire qu’il existe « et § strictement positifs tels que :

vxvyer O[dl(xay) <d2($,y) gﬂdl(xay)

Pour tout € X et R > 0, on note B;(z, R) la boule ouverte centrée en = de rayon R pour d;. On
note aussi O; la topologie métrique sur X associée a d;.

1. Montrer que les boules ouvertes pour dy (resp. dy) sont ouvertes pour O; (resp. Q).
Soient x € X et R > 0 on veut montrer que By(z, R) est ouverte pour O;. Soient y € Bo(x, R)
et v > 0 tel que v < (R da(z,y)). Pour tout z € By(y,7), on a

do(z,2) < dg(x,y) + d2(y, 2) < da(x,y) + Bdi(y, z) < do(z,y) + By < R.

Donc Bi(y,vy) C Ba(z, R), et donc Ba(z, R) est un voisinage de y pour O;. Donc Ba(z, R) est
voisinage de chacun de ses points, donc ouverte, pour O;.
L’autre cas est symétrique en échangeant les roles de d; et dy et en remplacant 3 par i

2. En déduire que dy et dy définissent la méme topologie.

Tout ouvert de Oy est réunion de boules ouvertes pour do, donc d’ouverts de Op, donc est
ouvert pour Op. Donc Qs C O1. Symétriquement O; C Os, d’ou 'égalité.

3. Sur R, on note d; : (x,y) — |y — x| et do : (z,y) — |arctan(y) — arctan(x)|. Vérifier que les
topologies métriques associées coincident avec la topologie O des réunions d’intervalles ouverts.
Soient z € R et R > 0, on a Bi(z,R) =]r — R,z + R[. Réciproquement, si a < b alors
Ja, b[= Bi (b, %5%). Les boules ouvertes pour d; sont donc exactement les intervalles ouverts
bornés. Tout intervalle ouvert étant réunion d’intervalles ouverts bornés, la topologie métrique
associée a dp est bien O.

Soient x € R et R > 0. Soit y € Ba(z, R), on a |arctan(y) — arctan(z)| < R donc
T LT
max(—g, arctan(z) — R) < arctan(y) < mm(§, arctan(z) + R).
On applique tan prolongée par la convention tan (ig) = +00, qui est croissante sur [— ]
On obtient que a = tan(max( 5, arctan(z) — R)) <y< tan(m1n(2,arctan + R )

Inversement, si y vérifié cet encadrement, on peut remonter le calcul et y € Ba(z, R). Donc
By (z, R) est l'intervalle ouvert |a, b[ (éventuellement non borné).

w\:\
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Inversement, soient a,b € R U {+oo} tels que a < b. On pose R = arcmn(b);arcmn(a) €0, 5]

arctan(b)+arctan(a) arctan(b)-l—arctdn(a) E]
2

et © = tan( ) Notons que 5, 5[, donc x € R. Alors, le

calcul ci-dessus montre que Bs(x, R) =]a, b[. Donc les intervalles ouverts de R sont exactement
les boules ouvertes pour ds. Donc O est la topologie métrique associée a ds.

4. Les distances d; et dy de la question précédente sont-elles équivalentes 7
Non. Si c¢’était le cas, il existerait a > 0 tel que pour tout n € N

1 1
n=di(0,n) < EdQ(O’n) < &arctan(n) < %.



Exercice 5 (Stabilité de I’ensemble des voisinages). Soient (X, ) un espace topologique. Soient
A BC XetxeX.
1. Si A€ V(z) et AC B, montrer que B € V().
Il existe un ouvert U de X tel que x € U C A. Donc x € U C B et B € V(x).
2. Si A, B € V(z), montrer que AN B € V(z).

Il existe U et V ouverts telsquex € U C Aetx e VC B. Alorsx e UNV C ANBetUNV
est ouvert. Donc AN B € V(x).‘

Exercice 6 (Boules, adhérence et intérieur). 1. Soit (E,||-||) un espace vectoriel normé. Soient
x € E et R > 0, montrer que BF(;L',R) = B(z,R) et B(z,R) = Bp(z, R).
On a B(z, R) ouvert inclus dans Bp(0, R), donc B(x, R) C BF(.OT,R). Soit y € BF(D:C,R), il
existe £ > 0 tel que B(y,2¢e) C BF(;U,R) C Bp(z,R).Siy ¢ B(x, R), alors ||y—x|| = R. Posons
z =y+ f(y—) (faire un dessin). On a ||z —y|| = {[ly — || = € donc z € B(x,2¢). Cependant
|z ==zl = (1+ %)lly —z|| = R+¢ donc z ¢ Br(x, R). Contradiction, donc y € B(z, R). D’otl
BF(:OE, R) C B(z, R) et 'égaliteé.
On a Bp(z, R) fermé contenant dans B(0, R), donc B(x, R) C Bp(z, R). Soit y € Bp(x, R),
pour tout n € N* on pose y, = z + (1 — 2)(y — z) (faire un dessin). On a y, Y et

yn € B(z, R) pour tout n € N*. Donc y € B(z, R). D’ou Bp(x, R) C B(z, R) et I'égalité.
2. Les relations précédentes sont-elles valables en général dans un espace métrique ?

Soit X un ensemble de cardinal au moins 2 et d la distance discréte sur X. Soit x € X, on
a B(x,1) = {z} et Bp(z,1) = X. Comme toute partic de X est ouverte et fermée pour la
topologie discréte, on a :

Bp(z,1) = Bp(z,1) = X # {2} = B(z,1) = B(x, 1).

Donc, en général, BF(Ol’, 1) # B(z,1) et B(z,1) # Bp(z,1).

Exercice 7 (Ouvert rencontrant ’adhérence). Soit A une partie d’un espace topologique X. Soit
U un ouvert de X, montrer que UN A # () < UNA# 0.

OnaAC Adonc UNA C UNA, ce qui prouve le sens direct. Pour le sens réciproque, si ANU = 0
alors A est contenu dans le fermé X \ U, donc A aussi.

Exercice 8 (Ensemble des valeurs d’adhérences). Soit (x,)nen une suite d’un espace topologique X.
Montrer que I'ensemble de ses valeurs d’adhérence est (\ycy {2n | 7 > N}

Soit z une valeur d’adhérence de la suite. Soit V' € V(x), 'ensemble {n € N |z, € V'} est infini.
Soit N € N, il existe n > N tel que z,, € V, i.e. VN {x, | n > N} # 0. Ainsi, pour tout N € N
et Ve V(E)onaVn{z, | n>=N}#0 Donc z € {x,|n >N} pour tout N € N. Donc
T € (\yeni2n |n = N}

Soit & € yen {#n | 7 = N}. Soit V' € V(x). Pour tout N € N, comme = € {z, |n > N} il existe
n > N tel que x, € V. Donc V contient une infinité de termes de la suite. C’est vrai pour tout
voisinage de x, donc x est valeur d’adhérence de (x,)nen-

Exercice 9 (Intérieur et adhérence). Soient X un espace topologique et A C X.
1. Montrer que A est ouvert si et seulement si A = A.
Si A = A alors il est ouvert par définition de A. Si A est ouvert alors A C A C A, d’ou I'égalité.

2. Montrer que A est fermé si et seulement si A = A.
Si A = A alors il est fermé par définition de A. Si A est fermé alors A C A C A, d’oi1 I'égalité.



3. Notons B = X \ A, montrer que B=X\4Aet B=X\A.
Soit U un ouvert tel que U € B = X\A. OnaUNA = ) et donc UNA = () d’aprés I'exercice 7.
Ainsi, tout ouvert contenu dans B est contenu X \ A. Donc B C X \ A. Inversement, X \ A
est un ouvert contenu dans B. Donc X \ A C B, d’ou légalité.

En échangeant les roles de A et B, on obtient que A = X \ B et donc B = X \ A.

Exercice 10 (Caractérisation sequentielle des fermés). Soit X un espace topologique et A C X.
1. Soit (an)nen une suite & valeurs dans A qui converge vers z € X. Montrer que x € A.
Soit V' € V(z). Comme a, —+> x, il existe N € N tel que Vn > N, a,, € V. En particulier
n——+0oo

ANV # 0. Donc tout voisinage de = rencontre A, donc = € A.
On suppose désormais que X est métrique.

2. Soit 2 € A, montrer qu'il existe (ay,)neny € AN telle que ay, —+> T.
n——+0oo

Pour tout n € N*, on a AN B(z,1) # 0. On choisit donc a, € AN B(xz,2). Soit ap € A

quelconque. Par définition, on a a,, —— x.
n—-+4o00

Exercice 11 (Caractérisation séquentielle des valeurs d’adhérences). Soient (z,)nen une suite a
valeurs dans un espace topologique X et A I'’ensemble de ses valeurs d’adhérence. Soit x € X.

o(n) m x, montrer que x € A.

Soit V' € V(x), il existe N € N tel que pour tout n > N, z

1. S’il existe une extraction ¢ telle que x

o(n) € V. Donc

{o(n) | n>N}cCc{keN|z, eV}
ce qui force 'ensemble de droite a étre infini. Tout voisinage de = contient donc une infinité
de termes de la suite et donc z est valeur d’adhérence.
On suppose désormais que X est métrique.

ap(n) n—-+o0o *

On construit par récurrence une extraction ¢ telle que z,(,) ———— x. On pose ©(0) =0.
n—-+00

2. Siz € A est valeur d’adhérence, montrer qu’il existe une extraction ¢ telle que x

7%—1—1) est un voisinage de x, cette boule
contient une infinité de termes de la suite. En particulier il existe k > n tel que xy, € B(z, ﬁ)
On pose alors p(n+ 1) = k > n. On définit bien ¢ : N — N strictement croissante de la sorte,

et Vn € N*, ) € B(w, 1). Done To(n) 7o T

Soit n € N, supposons ¢(n) construit. Comme B(x

o(n

Exercice 12 (Liminf et limsup). Soit (25 )nen une suite minorée a valeurs dans R.

1. Soit n € N, montrer que i, = infy>, x; est un réel bien défini.
L’ensemble {xy | k > n} est non-vide et minoré. Il admet donc une borne inférieure dans R,
qui est iy,

2. Montrer que (ip)neny admet une limite dans R U {4+o00}. La limite de (i, )nen est appelée la
limite inférieure de (x,)nen et est notée iminf, o0 xy.
Pour tout n € N, 4,1 = inf{zy | k > n+ 1} > inf{zy | £k > n} = i,. Donc (in)nen est une
suite croissante de réels, et donc elle admet une limite dans R ou diverge vers +o0.

3. Montrer que x,, — +00 si et seulement si liminf, . 2, = 400.
n——+o00

Supposons que ., —+> +00. Soit M > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N, x,, > M.
n——+0oo
Alors pour tout n > N on a i, > M. Donc i,, —— +oc.
n—+400

Inversement, pour tout n € N on a i, < x,, donc si i, — +o0 alors x,, —— +0oc.
n—-+oo n——+o00



4. Siliminf, . x, € R, montrer que c’est la plus petite valeur d’adhérence de (z,)nen-
Supposons que £ = liminf, 1o x, € R. Soit € > 0, il existe N € N tel que pour tout n € N,
l—e < ip <L Soitn > N, il existe m > n tel que { —e < iy, = infy>p, 2k < Ty < ip+e < l4c.
Donc pour tout n > N, il existe m > n tel que x,, €]¢ —e,{ + ¢[.

Donc, pour tout & > 0, 'intervalle |¢ — e, £+ ¢[ contient une infinité de valeurs de la suite, donc
est une valeur d’adhérence.

Sia </, soit e = Z_?“ > 0. Pour tout n assez grand on a a + ¢ < i,, < x,. Donc Ja — &,a + ¢
contient au plus un nombre fini de valeurs de la suite, et a n’est pas valeur d’adhérence. Donc
¢ est bien la plus petite valeur d’adhérence de (zy,)nen-

Remarque. Si (xp)nen a une valeur d’adhérence dans R, alors cette suite ne diverge pas vers
+o00 et liminf, ey 2, € R.

Symétriquement, si (z,)nen est majorée alors s, = supys,, ¥} est bien défini pour tout n € N. La
suite ($p)nen converge dans R U {—oo} vers une quantité appelée la limite supérieure de (zy,)nen

et notée limsup,, , ., Tn. On a limsup,,_,,,, = —oo si et seulement si x, ———— —o0, et dans
n—+o00

'alternative limsup,,_, ., Zn est la plus grande valeur d’adhérence de (z,)nen.

5. Soit (& )nen une suite réelle. Montrer que liminf,, | ,, = limsup,,_, | . =y, si et seulement si
(@n)nen converge. Dans ce cas, vérifier que liminf,_, z, = limsup,,_, | o zp = limy, o0 Tp.
Si (zn)nen converge vers £ € R, alors elle est bornée. Donc lim inf,,, o @, et limsup,, | o =n
sont bien définies et réelles. Dans ce cas, £ est la seule valeur d’adhérence de la suite, d’ou
liminf,, o 2, = limsup,, , |, Ty = limy 4 o0 Ty

Inversement, si liminf, . x, = limsup,, ,, v, = £. Il existe n € N tel que

—1< inf xp <supap <41,

k>n k=n

donc la suite est bornée. De plus ¢ est 'unique valeur d’adhérence de (z,)nen; c'est a la fois
la plus petite et la plus grande. Donc (zy,)nen est & valeurs dans le compact [¢ — 1,0 4 1] et
admet une unique valeur d’adhérence. Elle converge donc vers cette valeur d’adhérence.

Exercice 13 (Continuité entre métriques). Soit f : X — Y une applications entre deux métriques.
Montrer que f est continue si et seulement si I'image réciproque de toute boule ouverte est ouverte.
Par définition, f est continue si et seulement si pour tout ouvert U de Y on a f~!(U) ouvert dans X.
Si f est continue, on peut en particulier appliquer cela aux boules ouvertes de Y, qui sont ouvertes.
Supposons que pour toute boule ouverte B C Y on a f~!(B) ouvert dans X. Soit U un ouvert
quelconque de Y. Par définition de la topologie métrique, il existe un ensemble I et des boules
ouvertes (B;)icr tels que U = {J;c; Bi- Donc f~1(U) = U;e; /1 (B;) est réunion d’ouverts de X,
donc est ouvert. Donc f est continue.

Exercice 14. Donner un exemple d’application continue bijective qui n’est pas un homéomorphisme.
On considére f : [0,1[— S' = {z € C | |2| = 1} définie par f : t — 7. Elle est continue, car on
a défini exp par une série entiére de rayon de convergence infini. Elle est aussi bijective, car on a
défini © pour que ce soit le cas!

247
Onawx,:=f(1-1)=e"n R 1 dans C (par continuité en 0 de exp) donc dans S! pour la

n——+00
topologie induite. Si f~!: S* — [0, 1] était continue, on aurait 1 — 1 = f~1(z,) R Y1) =0
n—-+0o0

dans [0, 1[, ce qui est absurde.



Exercice 15 (Continuité et topologie induite). Soit f : X — Y continue entre espaces topologiques.
On suppose f a valeurs dans Z C Y. Montrer que f : X — Z est continue pour la topologie induite.
Soit O un ouvert de Z. Il existe U ouvert de Y tel que O = Z N U. Comme f(X) C Z, on a
f7HO) = f~Y(U). Cet ensemble est ouvert de X par continuité de f (vue & valeurs dans Y). Donc
f est continue (vue & valeurs dans Z). Tout va bien !

Exercice 16 (Produit dénombrable d’espaces métriques). Soient ((X;,d;)),cy une famille d’espaces
métriques et X = [[;cy Xi. On note x = (m(i))ieN un élément générique de X, et on définit 'appli-
cation d : (z,y) = > ;en % min(l,di(:c(i),y(i))),
1. Montrer que d définit une distance sur X.
Soient x et y € X. Pour tout ¢ € N on a 0 < —mln(l di(x (),y(i))) <
définissant d(z,y) est convergente. Donc d : X x X — [0, 4o00[ est bien défin
Comme la série est a termes positifs, d(z,y) =0 <= Vi € N, dj(z(,y)) =0 —= z =1y.
La symétrie est immédiate. Enfin, soient x,y, z € X, pour tout ¢ € N on a

% Donc la série
nie

4@, y9) < i, 20) + di(2D, 419,
donc, en testant les quatre cas possibles pour le terme de droite on obtient :
min(l,di(x(i),y(i))) < min(l,di(:ﬁ(i),z(i))) + min(l,di(z(i),y(i))).

Donc d(z,y) < d(z, z) + d(z,y).

2. Soient ¢ € X et (zp)nen une suite a valeurs dans X. Montrer que z, — ¢ dans (X, d) si
n—-+0oo
(4)

et seulement si : pour tout i € N, x;,) ——— () dans (X;, d;).
n——+00

Supposons que x,, — ¢ dans (X, d). Soit i € N, on a
n—-+4o00

min(l,di(ajg),f(i))) < 2Ud(xp, l) — 0.

n—-+00

Donc ce minimum est plus petit que 1 pour n assez grand, et di(ng),ﬁ(i)) —+> 0. Donc
n—-+00
20
n

——— (% dans (X;,d;) pour tout i € N.

n——+o0o
Inversement, supposons que gvgf ) —> ¢ dans (Xi,d;) pour tout i € N. Soit £ > 0, il existe
—+o0
(4)

j € N tel que >, < e. Pour tout i € [0, j], on a x5, —+> (@, donc il existe N € N
n—-—+0oo

1>7 21

tel que pour tout i € [0, j] et tout n > N, d; (3:,(1),6(‘)) < €. Ici on a besoin de se ramener a
considérer un nombre fini de composantes.

Alors, pour tout n > N,

J

J
d(mn,f):Z%mm(ld ) Z%dz 20 0 )+Z;<€(Z;>+€<36.

1€N =0 1>7

Donc x,, —— ¢ dans (X, d).
n—-+400o

Exercice 17 (Un exemple de compact). Soit X un espace séparé (par exemple métrique). Soit
(Zn)nen une suite de X qui converge vers z € X. Montrer que K = {z,, | n € N}U{z} est compact.



Comme K est une partie d'un espace séparé, il suffit de vérifier qu’il satisfait la propriété (BL).
Soit (U;)ier une famille d’ouverts de X qui recouvre K. Il existe j € I tel que z € U;. Alors Uj et
un voisinage de x, donc il existe N € N tel que : Vn > N, x,, € Uj.

Pour tout n € [0,N], il existe i, € I tel que x, € U;,. Donc K C U; U UnN:() Ui, . Donc tout
recouvrement ouvert de K admet un sous-recouvrement fini. Donc K est bien compact.

Exercice 18 (Compacts discrets). Soit X un espace compact et discret, montrer que X est fini.
Comme X est discret, pour tout # € X on a {x} ouvert. Donc X = [J,.y{x} est un recouvrement
ouvert de X. On peut donc en extraire un sous-recouvrement fini. Hors, si on supprime I'un des
ouverts, on ne recouvre plus X. Le recouvrement de départ est donc fini. Donc X est fini.

Exercice 19 (Compacts et convergence). Soit (Z,)nen une suite a valeurs dans un compact X.
Montrer que cette suite converge si et seulement si elle a une unique valeur d’adhérence.
Si (zn)nen converge vers x, alors  est valeur d’adhérence de la suite, voir exercice 11. Soit y # =,
comme X est compact donc séparé, il existe U € V(z) et V € V(y) tels que U NV = (). Pour tout
n assez grand, on a x,, € U. Donc {n € N | z,, € V'} est fini. Donc y n’est pas valeur d’adhérence de
(Zn)nen. Donc z est la seule valeur d’adhérence de la suite.
Inversement, supposons que (z,, ),cn admette une unique valeur d’adhérence z. Si la suite ne converge
pas vers z, alors il existe U € V(z) ouvert tel que {n € N | x,, € X \ U} est infini. En particulier, il
existe une extraction ¢ telle que z,,) € X \ U pour tout n € N.
Comme U est ouvert, X \ U est fermé dans X et donc compact. Donc (x(p(n))neN admet une valeur
d’adhérence dans X \ U. En particulier, (x,)nen admet une valeur d’adhérence différente de z.
Contradiction. Donc x,, —— .

n——+00
Exercice 20 (Distance & un ensemble). Soient (X, d) un espace métrique et Y une partie non-vide
de X. Pour tout x € X, on note d(z,Y) = inf ey d(z,y).

1. Soit z € X, montrer que d(x,Y) est bien définie.

Comme Y # (), ensemble {d(z,y) | y € Y} C R est non-vide et minoré par 0. Il admet donc
une borne inférieure.

2. Montrer que = € Y si et seulement si d(z,Y) = 0.

Comme (X, d) est métrique, par 'exercice 10, on a z € Y si et seulement si il existe (i, )nen &

valeurs dans Y telle que y, — z, i.e. telle que d(z,y,) — 0. L’existence d’une telle
n——+0oo n——+00

suite équivaut a d(z,Y) = 0.

3. Montrer que d(-,Y) : X — R est une application continue.

Soient x; et x2 € X, pour tout y € Y on a d(z1,Y) < d(z1,y) < d(z2,y) + d(z1,22). En
passant & l'inf sur y dans le terme de droite, d(z1,Y) < d(z2,Y) + d(x1,z2). Symétrique-
ment, d(x2,Y) < d(z1,Y) + d(x1,22), dout |d(z1,Y) — d(z2,Y)| < d(z1,22). Donc d(-,Y) est
continue car 1-lipschitzienne.

4. Soient F fermé et K compact tels que K N F = (), montrer que d(K, F) = infgxpd(z,y) > 0.
L’application d(-, F') est continue, donc elle atteint un minimum sur le compact K. Il existe
donc z € K tel que d(K,F) =d(x,F). Comme KNF =0onaxz¢F =F.Doncd(x,F)>0.

5. Soient Fy et F» deux fermés disjoints de X, est-ce que d(Fi, F2) > 0 en général ?

Non. Dans R? prendre F; I’axe horizontal et I, le graphe de exp.

Exercice 21 (Un exemple de topologie quotient). Soit 7 : R — R/Z la projection canonique. Pour
tout z,y € R, on définit do(7(x),7(y)) = d(x + Z,y + Z) = minyezly — x + n|.



1. Montrer que dp définit une distance sur R/Z.
Soient x et y € R, alors

d(z +Z,y+7) = inf - = infly - = min|y — .
(z+2Zy+2)= infl(y+q) —(z+p)| = infly—z+n|=minly -z +nl

Cette quantité ne dépend que des classes de y et x modulo 1. Donc dy définit bien une appli-
cation de (R/Z) x (R/Z) dans [0, 4o00].

Soient z,y et z € R/Z. Soient z,y,z € R tels que n(z) = 7, n(y) = y et 7w(z) = z. Si
do(z,y) = 0 alors min,cz|y —z +n| = 0, donc il existe n € Z tel que x =y +n et donc T = 3.
Inversement, si z = y alors x et y different d’un entier et do(z,y) = 0. La symétrie de d est
claire. Enfin pour tout p,q € Z,

do(Z,9) <|w+q) —(@+p)| <ly—2z+4q|+ ]z —z—pl|

En passant a l'infimum sur p et ¢ dans le terme de droite, on obtient do(Z,y) < do(Z,2) +
do(Z,y). Finalement, dy est bien une distance.
2. Montrer que 7 est continue et ouverte, c¢’est-a-dire que 'image de tout ouvert est ouverte.

D’aprés I'exercice 13, pour montrer que 7 est continue, il suffit de montrer que I'image réci-
proque de toute boule ouverte dans R/Z est ouverte dans R.

Soient z,y € R et R > 0. On a do(n(z),7(y)) < R si et seulement s'il existe n € Z tel que
ly —z +n| < R, c’est-a-dire si et seulement si y € |J,,cz]z +n — R,z +n + R[. Donc

B(n(z), R) :7T<U]:U—|—n—R,x+n+R[> =7(Jz — R,z + R]).
nez

Attention, si R >  alors B(n(z), R) = R/Z.
On a donc 77! (B(n(z),R)) = n Y (x(Jz — R,z + R[)) = U,ezlz + n — R,z 4+ n + R, et cet
ensemble est bien ouvert pour la topologie usuelle de R. Donc 7 est continue.

Soit U un ouvert de R. Soit x € U il existe € > 0 tel que |z — ¢,z + ¢[C U. On a alors
B(n(x),e) = w(Jx — e,z +¢[) C w(U). Donc 7(U) est voisinage de m(x). Donc w(U) est
voisinage de chacun de ses points donc est ouvert. Donc 7 est une application ouverte.

On note f :t — *™ de R dans S* = {z € C | |z| = 1}. Comme f est surjective et f(z) = f(y) si et
seulement si 7(x) = 7(y), cette fonction induit une bijection f : R/Z — S! telle que f = f o .

3. Déduire de la question précédente que fest continue.

La fonction f est continue, car on connait bien exp., définie par une série entiére de rayon
de convergence inifini. Soit U un ouvert de S', on a f~(U) ouvert de R par continuité de f.

Or, f/Y{U)=n"! (f 1(U)). Donc f~1(U) = 7(f~1(U)). Comme on a vu que 7 est ouverte,
f_l(U) est ouvert dans R/Z. Donc f est continue.

4. Montrer que fest un homéomorphisme de R/Z vers S!.

On sait déja que f est une bijection continue. Comme 7 est continue, R/Z est métrique et [0, 1]
compact, on a que R/Z = 7([0,1]) est compact. Enfin, comme S! est séparé (car métrique), f
est un homéomorphisme.

Exercice 22 (Théoréme de Dini). Soient (X, d) un espace métrique compact et f : X — R continue.
Soit (fn)nen une suite de fonctions continues de X dans R telle que pour tout =z € X, la suite
(fn(x)),en est croissante et converge vers f(x). Montrer que (f,)nen converge uniformément vers f.



Soit € > 0, pour tout n € N on définit U,, = {z € X | fu(z) > f(z) —e} = (f — fn) (] — 00, €[).
Comme f et f, sont continues, U,, est ouvert.

Si z € Uy, alors fpi1(x) > fu(x) > f(z) — e et donc x € Up4q. Donc U, C U, pour tout n € N.
Soit x € X, comme f,(x) m f(x), il existe m € N tel que x € Uy,. Donc X = (J,,cry Un.

Par compacité de X, il existe N € N tel que X = UTI:]:() U, = Up. Soit n > N, pour tout z € X, on
a f(x) = fu(z) = fn(x) > f(x) —e. Donc ||f — folloo < e. Alnsi [|f — fulloo — 0.

Exercice 23 (Fonctions localement constantes sur un connexe). Soit X un espace connexe.

1. Soit f : X — Y une application localement constante, c’est-a-dire que pour tout x € X il
existe V' € V() tel que f est constante sur V. Montrer que f est constante.
Soient y € Y et x € f~1(y). Il existe V € V() tel que V C f~1(y). Donc f~(y) est voisinage
de chacun de ses points, donc est ouvert. Alors X = Uer f~(y) est une partition ouverte de
X. Par connexité, il existe yp € Y tel que X = f~!(yo). Donc f est constante.

2. Soient Z un espace discret et f : X — Z continue, montrer que f est constante.

Soit z € Z, comme Z est discret {z} est ouvert. Comme f est continue, f~!(z) est donc ouvert.
En particulier f est localement constante. Donc f est constante par la question précédente.

Exercice 24 (Union de connexes). Soient (C;);cr des parties connexes d’un espace topologique X.

1. On suppose que (;c; C; # 0. Montrer que |J;c; C; est connexe.
Soit g : U;e; Ci — {0, 1} continue. Soit = € [;; Cy, sans perte de généralité on peut supposer
que g(x) = 0. Pour tout i € I, la restriction gjc, est continue, donc constante, donc C; € g~*(0).
Donc J;e; Ci € f71(0) et f est constante.

2. Donner un contre-exemple si (,c; C; = 0. La condition (1),c; C; # 0 est-elle nécessaire ?

Deux singletons distincts dans R donnent un exemple de deux connexes dont la réunion n’est
pas connexe. Cependant, la condition (,c; C; # () n’est pas nécessaire. On peut par exemple
considérer les trois cotés d’un triangle non dégénéré dans le plan. Chaque coté est un segment,
en particulier connexe. L’intersection des trois cotés est vide, mais leur réunion est connexe
(par arcs).

Exercice 25 (Produit de connexes). Soient (X;)1<i<n des connexes. Montrer que X = [[" ; X; est
connexe pour la topologie produit.

Soit g : X — {0,1} continue. Soient = = (z;)i<i<n €t ¥ = (¥i)1<i<n, il suffit de montrer que
g(z) = g(y). On en déduira que g est constante, et donc la connexité de X.

Pour tout k& € [0,n], on note zx = (y1,..., Yk, Thil,---,Tn), en particulier zgp = = et z, = y.
Soit k € [1,n], considérons g : X — {0,1} définie par gk : 2 — g(Y1, -+, Yk—1,2, Thaly- - -, Tn)-
La fonction gj est continue sur X comme composée de deux applications continues. Elle est donc
constante par connexité de Xi. On a donc g(zi) = gx(yx) = gr(xr) = g(2k—1). C’est valable pour
tout k € [1,n], donc g(z) = g(z0) = -+ = g(zn) = 9(y).

Exercice 26 (Théoréme de passage des douanes). Soient A une partie connexe d’'un espace topolo-
gique X. Soit B C X tel que ANB # 0 et AN (X \ B) # (), montrer que AN OB # (.

Les deux ensembles ANB et AN(X\ B) sont des ouverts disjoints de A. Comme X = BUJBL(X\B),
si AN OB = ) alors la connexité de A impose que AN B =0 ou AN (X \ B) = . Dans le premier
cas, on aurait ANB C (AN B)U(ANHB) = . Dans le second on aurait A C B. Dans les deux cas
on obtient une contradiction. Donc AN IB # ().

Exercice 27 (Connexe mais pas par arcs). Soit X = {(t,sin(%)) ‘ t>0}u ({0} x [-1,1]) C R2
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1. Montrer que Y = {(t Sln( )) ‘ t> 0} est connexe. En déduire que X est connexe.

L’ensemble Y est le graphe de ¢ — sin(2) sur ]0, +00[. C’est I'image du connexe ]0, +oo| par

00
t— (t, sin(%)) continue, donc Y est connexe. Donc Y est connexe. On va vérifier que Y = X
dans R2.

Soit (yn)nen une suite convergente de Y. Il existe (t,)nen telle que y, = <tn, Sin( )) pour

tout n € N. Comme (y, )nen converge, (t,)nen aussi, vers une certaine limite ¢. Si ¢ > 0, alors

sm(lt1 ) —> s1n( ) par continuité en t. Et donc y, —+> (t sm( )) eY.Sit=0, alors
n n—-+00 n——+0oo

limy, s 100 Yn € {0} x [~1,1]. Dans les deux cas, la limite de (3, )nen est dans X, donc Y C X.
Inversement, soit £ € X. Si £ € Y alors £ € Y. Sinon, il existe a € [~1,1] tel que £ = (0, a).

Alors ((W, a))neN* est une suite & valeurs dans Y qui converge vers £. Donc ¢ € Y.
Donc X C Y d’ou I'égalité.

2. Vérifier que X n’est pas connexe par arcs.
Par I’absurde, supposons que X est connexe par arcs. Il existe alors v : [0,1] — X continu
joignant (0,0) a (1,sin(1)), c’est-a-dire v(0) = (0,0) et v(1) = (1,sin(1)).
L’ensemble K = v~ 1({0} x [~1,1]) est non-vide, car 0 € K, et majoré par 1. Il admet donc
une borne supérieure sy € [0, 1]. Par ailleurs, K est fermé car {0} x [—1,1] est fermé et v est
continu. Donc sy € K. En particulier sg < 1.
Le chemin ~ étant continu sur [0, 1], il est uniformément continu par le théoréme de Heine. Il
existe donc € > 0 tel que pour tout a,b € [0,1] si |b — a| < € alors ||y(b) —v(a)|| < 1, ou |||
est la norme euclidienne de R?. Quitte a réduire, on peut supposer que so +¢ < 1. Alors, pour
tout a,b €]sg, so + e[C [0,1] on a ||v(b) — y(a)| < 1.
Notons p; la projection sur l'axe des abscisse dans R?. Comme les fonctions p; et 7 sont
continues, pi(v([so, so + €])) est un intervalle contenant pi(v(so)) = 0 et p1(y(so +¢)) > 0.

Pour tout n € N assez grand, w+2mr €]0, p1(y(so + €))[, il existe donc b €]sg, so + £[ tel que

p1(y(b) = +2m Mais v(b) € Y, donc v(b) = (%, 1). De méme, il existe a €]sg, so + €[
2

tel que p1(v(a)) = %, et alors y(a) = (%, —1). On a donc a et b €]sg, sp + €] tels

que ||y(b) —v(a)|| = 2. Contradiction. Donc X n’est pas connexe par arcs.

Exercice 28 (Ouverts connexes). Soient (FE, [|-||) un espace vectoriel normé et U un ouvert connexe
de E. Montrer que U est connexe par arcs.

Soit x € U, on note A = {y € U | 3y:[0,1] — U continu tel que v(0) = z et y(1) = y} la compo-
sante connexe par arcs de x dans U. On va montrer que A est ouverte et fermée dans U. Comme
A # (), par connexité de U on en déduira A = U et donc que U est connexe par arcs.

Soit y € A, il existe v chemin continu de z & y dans U. Comme y € U et U est ouvert, il existe £ > 0
tel que B(y,e) C U. Pour tout z € B(y, ), le segment [y, ] est un chemin continu de y a z dans U.
En le concaténant avec v on obtient un chemin continu de z & z dans U. Donc B(y,e) C A. Donc
A est voisinage de chacun de ses points, donc ouvert dans E, et donc dans U.

Soit z € U tel que z € A. Comme U est ouvert, il existe £ > 0 tel que B(z,¢) C U. Comme z € A,
il existe y € B(z,¢) tel que y € A. Comme précédemment, il existe un chemin continu v de z & y
dans U, et le segment [y, z] est un chemin continu de y & z dans B(z,e) C U. En les concaténant on
montre que z € A. Donc A est fermé dans U.

Notons que A n’est pas fermé dans F, vu qu’a posteriori A = U.

Exercice 29 (Composantes connexes ouvertes). Soient (F, ||-||) un espace vectoriel normé et U un
ouvert de E. Montrer que les composantes connexes de U sont ouvertes (dans U ou F, c’est pareil).
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Soit C' une composante connexe de U. Soit z € C, il existe ¢ > 0 tel que B(x,e) C U. Alors
C'UB(z,¢) est connexe, donc inclus dans la composante connexe de z, qui est C. Donc B(z,¢) C C
et C est voisinage de x. Donc C' est ouverte.

Exercice 30 (Description des ouverts de R). Montrer que tout ouvert de R est réunion finie ou
dénombrable d’intervalles ouverts disjoints.

Soit U C R ouvert, notons (C;);cs ses composantes connexes. Pour tout ¢ € I, on sait que C; C R
est connexe par définition, donc C; est un intervalle. Par I'exercice 29, cet intervalle est ouvert.

En particulier, chacun des intervalles (C;);c; contient un rationnel, ce qui donne une surjection de
QnNU vers I et montre que I est au plus dénombrable. La conclusion suit alors de U = | |,.; C;.

Exercice 31 (Composante non ouverte). Donner un exemple de composante connexe non ouverte.
On considére 'ensemble A = {% ’ n e N*} U {0} C R muni de la topologie induite par R. Détermi-
nons ses composantes connexes.

Soit n € N*, on a B(%, 101712) NA={2}, donc {1} est ouvert et fermé dans A. Soit C' C A connexe
tel que % e C. Alors {%} est ouvert et fermé dans C, donc C = {%} par connexité. Donc {%} est
la composante connexe de % dans A. Comme les composantes connexes forment une partition de A,
la composante connexe de 0 ne contient aucun des (%)n oy €t est done {0}.

Ainsi, les composantes connexes de A sont toutes des singletons. Elles sont en particulier fermées
(dans A et dans R). On a vu que pour n € N*, {%} est aussi ouvert de A.

Par contre {0} n’est pas ouvert dans A. Si {0} était ouvert dans A, il existerait U ouvert de R tel
que {0} = ANU. En particulier, il existerait € > 0 tel que | — ¢,e[NA = {0}. Ce n’est pas le cas

. 1
uisque = —— 0.
puisque 5, n—-+o00

Exercice 32 (Connexité dans les espaces de matrices). On munit l'espace vectoriel M, (R) de son
unique topologie normée, et ses sous-ensembles de la topologie induite.

1. Montrer que SL,(R) est connexe. On rappelle que les transvections engendrent SL, (R).
Une transvection est une application linéaire dont la matrice dans une bonne base A(1), ou

1t 0 ... 0
01 0 ... 0
vt € [0,1], At)y=10 0 1 :
Do .0
00 ... 0 1

Soit M € SL,(R), il existe m € N des transvections 11, ..., ), tels que M = Tj ... T,,, voir par
exemple Perrin chap. TV. Pour tout i € [1,m], il existe P; € GL,(R) tel que T; = P,A(1)P; .
Alors v : t = PLA(t) P Py A(t) Pyt .. P A(t) P, est un chemin continu de Id a M dans
SL,(R). Donc SL,(R) est connexe par arcs, en particulier connexe.

2. Déterminer les composantes connexes de GL,,(R).
Si GL,(R) était connexe, son image par application continue det serait un connexe de R.
Or det(GL,(R)) = R* n’est pas connexe. Donc GL,(R) n’est pas connexe non plus. Soient
Cy = {M € GL,(R) | det(M) >0} et C— = {M € GL,(R) | det(M) < 0}. On va montrer
que Cy et C_ sont les deux composantes connexes de G L, (R).
(14)+W

1

Soit M € C4, alors t +— M est un chemin continu dans Cy de M vers

1
une matrice de SL,(R). Comme on a vu a la question précédente que SL,(R) C Cy est
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connexe par arcs, il existe un chemin continu dans C; de M vers Id. Donc C'; est connexe
par arcs, donc connexe. Par ailleurs, Cy = det™1(]0, +00[) est ouvert de M, (R) et donc de
GL,(R), et Cy = det ([0, +00[) N GL,(R) est fermé de GL,(R) (mais pas de M, (R)).

Soit I' la composante connexe de Id dans GL,,(R). Par ce qui précéde, C C I'. Donc C est
non-vide, ouvert et fermé dans I' connexe. Donc Cy = I'. Donc C est bien une composante
connexe de GL,(R).

-1
1
L’involution continue M > < i )M échange C et C_. En particulier C; et C_ sont
1
homéomorphes, et donc C_ est connexe (par arcs), ouvert et fermé dans GL,(R). On vérifie
~1
1
comme ci-dessus que C_ est la composante connexe dans GL,(R) de ( _ ) Donc C_
1

est bien une composante connexe de GL,(R).

Comme GL,(R) = Cy UC_ on a bien trouvé toutes les composantes connexes de GLy,(R).

Exercice 33 (Suites de Cauchy). Soient (X, d) un métrique et (x,)nen une suite de X.

1. Si (zp)nen converge montrer qu’elle est de Cauchy.
Notons ¢ la limite de (zy,)nen. Soit € > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N, d(x,,¢) < .
Alors pour tout p,q > N on a d(xp, zq) < d(zp, 0)+d({, z4) < 2e. Donc (25, )nen est de Cauchy.
2. Si (n)nen est de Cauchy, montrer qu’elle est bornée.
Il existe N € N tel que pour, tout p,q > N, d(x},z4) < 1. Soit

R =max({d(zy,z;) |0 <i < N}U{1}).

Pour tout n € N, on a d(z,,zy) < R et donc z,, € Bp(zn, R). Donc (x,)nen est bornée.

3. Si (n)nen est de Cauchy et admet une valeur d’adhérence, montrer qu’elle converge.

Notons ¢ une valeur d’adhérence de (z,)nen. Soit € > 0, il existe N € N tel que d(zp, z4) < €
dés que p, q > N. On sait que B(/,¢) contient une infinité de termes de la suite. En particulier,
il existe p > N tel que x, € B({,¢). Mais alors pour tout ¢ > N on a z, € B(/,2¢). Donc

r, — L.
n—-+o0o

Exercice 34 (Calcul approché de racine). Soit f : [a,b] — R dérivable telle que f(a) < 0 < f(b).
On suppose qu’il existe des constantes m et M telle que 0 < m < f'(t) < M pour tout t € [a, b].
1. Montrer qu’il existe un unique z €la, b tel que f(z) = 0.
Comme f est continue et f(a) < 0 < f(b), un tel x existe par théoréme des valeurs intermé-
diaires. L’hypothése sur la dérivée dit que f est strictement croissante, d’ott 'unicité.
2. Soit @ 1t t — f( ) montrer que ¢([a,b]) C [a,b] et que ¢ est (1 — 4+)-contractante.
Onayp(a)=a— % >aet o) =b— ! (b) < b. Par ailleurs ¢ est dérivable et sa dérivée vérifie

pour tout t € [a,b], ¢'(t) =1 — % [0 1 — §7]. Comme ¢ est positive, ¢ est croissante et
donc ¢([a,b]) C [p(a),¢(b)] C [a,b].

Comme ¢’ est bornée par (1— ;) € [0, 1], la fonction ¢ est (1 — §j)-contractante par I'inégalité

des accroissements finis.
3. Soit g € [a,b] et (x,),,cy définie par z,41 = () pour tout n € N. Montrer que z,, .
n—-+0oo
et évaluer la vitesse de convergence.
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Comme ¢ est contractante, elle admet un unique point fixe sur [a, b], par le théoréme du point
fixe de Picard. Ce point fixe vérifie ¢(t) = ¢, donc f(t) = 0 et donc ¢t = x.

Quel que soit zg € [a,b], on a |z, 11 — 2| = |p(2,) — ©(x)| < (1 — §7)|zn — 2| pour tout n € N,
Par récurrence, on en déduit que |z, —z| < (1—3;)"|zo—2| < (1—})"(b—a) pour tout n € N.

Donc zy, T> z, et la convergence est au moins géométrique de raison (1 — 77) € [0, 1].
n——+0o0o

Remarque. Si [a,b] = [0,1] et 72 = % (ce qui veut dire qu'on a une bonne estimation sur f’)

alors on gagne une décimale a chaque itération.

Exercice 35 (Continuité des applications linéaires). Soient (E,||-|g) et (F,|-|r) deux espaces
normés et L : F — F une application linéaire, montrer que les énoncés suivants sont équivalents.

Il existe C' > 0 tel que Vo € E, ||L(z)||r < Cllz|E.
L est lipschitzienne.
L est uniformément continue sur F.

L est continue sur E.

Ok W

L est continue en 0.

Si (1) est vrai alors, par linéarité, pour tout z,y € Fona ||L(y)—L(z)||r = |L(y—2)||r < C|ly—z| .
Donc (2) est vrai. Les implications (2) = (3) = (4) = (5) sont claires. Il reste donc a
prouver (5) = (1).

Supposons donc que L est continue en 0. Il existe § > 0 tel que Vo € B(0,9), L(z) € B(0,1). Soit
z € E\{0},ona mw € B(0,9) et donc

)

Donc [|L(z)| r < 2||z||z pour tout z € E '\ {0}. C’est encore valable pour = 0, ce qui établit (1).

0
o 2lele

[L()]| -

Exercice 36 (Norme d’opérateur). Soient (E, ||-||g), (F,|-||r) et (G,]|-||c) trois espaces normés.

1. Montrer que la norme d’opérateur définit bien une norme sur L(E, F').
Soit L € L(E, F), si ||L|| = 0, alors pour tout x # 0, ||L(z)||r < ||L||||z||z = 0. Donc L = 0.
Soit A € R, pour tout x # 0 on a ”)‘” (‘ e — \)\\ [t T }gF En passant au sup sur z € E'\ {0} on
obtient [|[AL|| = |A|||L]].
Soient, L et K € L(B, F), on a (L + K)(@)r < IL@)r + IK@Ile < (L] + IKDllls
pour tout z € E. Donc ||L+ K| < ||L|| + || K]||. Ainsi ||-|| définit bien une norme sur L(E, F).
2. Montrer que pour tout L € L(E, F) et K € L(F,G)ona KoL € L(E,G) et | KoL|| < | L|||| K]

Les applications L et K sont linéaires et continues, donc leur composée aussi. Pour tout z € E
on a ||[K(L(z))lle < [|K[[|L(z)|r < [[K[[[L][|#| £ Donc | K o L < [|K||[|L]].

Exercice 37 (Espace des applications linéaires continues). Soient (E,|-||z) un espace vectoriel
normé et (F, ||-||r) un Banach, montrer que £(E, F') muni de la norme d’opérateur est un Banach.
Soit (Lp),,cy une suite de Cauchy a valeurs dans L(E, I'). Soit € E, pour tout p,q € N on a

[Lp(2) = Lo(@)||F = [[(Lp = Lg) (@)l < [ Lp = Lylll|z] - (i)

Donc (Ly()),,cn est une suite de Cauchy dans (F, ||-|¢). Elle converge donc vers une limite que ’on
note L(z) € F.
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Pour tout z,y € Eet A€ Ron a
L(x+ \y) = ngrj{loo Lp(x+X\y) = ngr}rloo L,(z)+ AL, (y) = L(x) + AL(y).

Donc L : E — F est linéaire. Il faut vérifier qu’elle est continue. Comme (Ly,), oy est de Cauchy,
elle bornée, disons par M > 0 (voir exercice 33). Alors pour tout z € E et n € Non a ||L,(2)||r <
|L||||z||r < M||z||g. En passant & la limite n — +o0, on obtient ||L(z)|r < M||z| . Donc L est
continue, de norme au plus M.

Il reste a vérifier que L, m L. Soit € > 0, il existe N € N tel que pour tout p,q > N on ait

|Lp— Lg|| < €. Soient z € E et p,q > N, en reprenant (i) on a || L,(x) — Ly(2)|| < €]|z| . En passant

a la limite ¢ — 400, on a donc ||(L, — L)(z)||r < ¢|lz|[g pour tout € E, donc ||L, — L[| < e. 11

existe donc N € N tel que pour tout p > N on ait |[L — L,| < . Donc L,, — L. Finalement,
n—-+00

L(E,F) est complet.

Exercice 38 (Espace des applications continues). Soient (K, d) un compact et (F,||-||) un Banach,
montrer que C°(K, F) muni de la norme sup |||/ est un Banach.

Soit (fn),en une suite de Cauchy a valeurs dans (C°(K, F),||||ls). D’aprés lexercice 33 elle est
bornée, disons par M > 0.

Soit x € K, pour tout p,q € N on a | f,(z) — fy(2)||F < [[fp — felloo donc (fn(x)),cn est de
Cauchy dans le Banach (F, ||-||r). Elle converge donc vers une limite f(z). Cela définit une fonction
f:K—F.

Soit € > 0, il existe N € N tel que pour tout p,q > N on ait || f, — f4|lcc < €. Alors pour tout p,q > N
pour tout € K on a || f,(z) — fy(z)|| < e. En passant a la limite ¢ — 400, || fp(x) — f(z)||F < €.
Comme cette estimation est uniforme en z € K, la quantité || fp — fl|lcc = sup,crl|fp(z) — f(@)|F
est bien définie, et inférieure a . Notons qu’on ne sait pas encore que f, — f est continue. Donc,
pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N, [|f — fnllco < &. Clest-a-dire que (f,)
converge uniformément vers f.

Il reste & vérifier que f est continue. Soient z,y € K et n € N, on a

17 () = F@) < @) = Fa@) I+ [[fn(y) = Fa(@)][ + 1 Fn(2) = F(@)]| < 20 fn = Flloo + 1fn(y) = fu(2)]-

Soit € > 0, comme || fr, — f]loo — 0, il existe n € N tel que ||fn — flleo < e. Par continuité de
n—-+00

neN

fn, il existe V' € V(z) tel que pour tout y € V on ait || f(y) — fu(2)||F < e. Alors, pour tout y € V
on a || f(y) — f(x)||F < 3. Donc f est continue en x, donc sur K. Donc f € C°(K, F). Finalement,
C°(K, F) est bien complet.

Exercice 39 (Quelques contre-exemples). 1. Donner un exemple concret d’espace normé qui
n’est pas de Banach.

Dans P'espace L!([0,1]), muni de la norme définie par || f||; = follf(x)] dz pour tout f, on a
C°([0,1]) ¢ L'([0,1]) dense. En particulier, C°([0, 1]) n’est pas fermé dans L'(R) donc n’est
pas complet pour |-|[1. Ainsi (C°([0,1]), [|-|l1) est un espace normé qui n’est pas de Banach.

2. Donner un exemple concret d’application linéaire non continue entre espaces vectoriels normés.
Toujours sur (C°([0,1]), [|-|l1), on peut considérer I'application linéaire ev : f +— f(0). Pour
tout n € N, on note f, : = e~". On a f, € C°([0,1]) et

1 _
1 1—e™ ™
1full = / e dr = —— [ ] = 0
0

n 0 n n—+oo

Donc f, — 0 pour |[|-||1. Si ev était continue, on aurait 1 = f,,(0) ——— f(0) = 0. C’est
n—+00 n—+00

absurde, donc ev n’est pas continue.
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Exercice 40 (Continuité de I’application inverse). Soit (£, ||-||) un Banach.

1. Montrer que GL(FE) est ouvert dans L(E).
Soient L € GL(E) et H € L(E), on écrit L+ H = L(Id~K) ou K = ~L™'H. Si |H|| < 17t
alors || K| < 1, donc Id —K € GL(E) d’apreés le lemme de Neumann. Donc le groupe GL(E)
contient L + H.
Donc GL(F) contient la boule ouverte de centre L et de rayon ﬁ Ainsi GL(FE) est voisinage
de chacun de ses points, donc est ouvert dans L(E).

2. Montrer que I'application Inv : L + L~! est continue de GL(E) dans lui-méme.
Avec les mémes notations qu’a la question précédente, si H € B(L, ﬁ) on a:

Tnv(L + H) = Inv(L)|| = |[(L+ H)™' = L7 = || ((1d —=K) ™" = Id) L]

. . K|
I (T I T T R e
neN

n>1
[aalra’s
1— [ HI[[[LH] -0

N

Donc Inv est continue en L, pour tout L € GL(E).
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