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Exercice 1 (Petits 0). Soient X un espace topologique, Y C X et a € Y. Soient f : Y — F et
g:Y — G, ou F et G sont des espaces normés. Montrer que les énoncés suivants sont équivalents.

1. On a f(x) e o(g(x)).
2. llexiste Ve V(a) et n: Y NV — [0, +00[ tel que || fllr =nllgllc sur Y NV et n(z) — 0.

Tr—ra

3. Pour tout § > 0, il existe W € V(a) tel que Vx € Y NW, || f(z)||r < dllg(2)]q-
Supposons (1). Il existe V € V(a) et e : Y NV — F telle que e(x) —— 0 et f =¢l|g|lg sur Y N V.
Tr—a
Notons n = |g||p, on a || f||lFr = nllg]|g sur Y NV et n(x) —— 0. Donc (1) = (2).
Tr—a

Supposons (2). Soit § > 0, il existe W € V(a) tel que W C Vet Ve € YNW, 0 < n(x) < 4, puisque
n(x) — 0 et n est & valeurs positives. Donc Vo € Y N W, || f(z)||r < d|lg(z)]|q, d’ou (3).

Supposons (3). Soit V € V(a) tel que Ve € YNV, || f(z)||r < ||g(z)]|g. On définit e : YNV — F par
e(z) = mf(x) sig(x) #0ete(z) =0sig(z) =0. Pour tout z € YNV on a f(x) = e(x)]|g(x)| -
En effet, si g(z) = 0 alors f(x) =0, et si g(z) # 0 on a défini e(z) pour qa.

Soit 0 > 0, il existe W € V(a) tel que || f||z < d||lg|lg sur Y NW. Quitte & considérer VNW, on peut

@lr < 5.

supposer que W C V. Pour tout z € YNW, si g(x) = 0 alors e(x) = 0. Sinon |le(z)||r = ROl

Donc, Ve € Y N W, |le(z)|| < 6. Donc e(x) —0. Ainsi (3) = (1).

Exercice 2 (Symétrie de I'équivalence). Soient X un espace topologique, Y C X et a € Y. Soient f
et g de Y vers un espace normé E. Montrer que f(z)—g(x) = o(g(z)) < f(x)—g(z) = o(f(z)).
r—a r—a
Supposons que f(x)—g(x) = o(g(x)). Quitte a remplacer Y par son intersection avec un voisinage
r—a
de a dans X, on peut supposer qu'il existe £ : Y — FE tel que f — g = ¢l|g|| et e(x) —— 0.
T—a
Alors g = f — elgll, donc llgl) = [I£ — ellgll] < £l + lelllgl et done gll(1 — [lell) < I7]. Comme

e(z) — 0, il existe V € V(a) tel que 1 — [le(z)|| = & pour tout z € Y N V. Pour tout z € Y NV,
Tr—a
on a

%Hg(x)ll < llg@)I = lle@)) < [lf @)

donc [lg(x)[| < 2[[f (@)[]-
On définit n : YNV — E par n(x) = %5(1’) si f(z) # 0 et n(x) = e(x) si f(x) = 0. Pour

tout z € Y NV on a [|f(z)[ln(z) = [lg(x)[e(x) = f(x) — g(x). On a [n(z)]| < 2|e(2)]| —— 0 donc

f(x) —g(x) = o(f(x)), ce qui prouve le sens direct. Le sens réciproque est symétrique.
xr a

Exercice 3 (Applications bilinéaires). Soient Ey, Fs et F des Banachs et B : Ey x E5 — F bilinéaire
continue.



1. Montrer que B est différentiable et expliciter sa différentielle.
Pour tout x = (x1,x2) et h = (hy,hg) € E1 X E3 on a

B(l‘ -+ h) = B(a:l + hy,x9 + h2) = B(l’l,iL'Q)—G—B(hl,l‘Q) + B(ﬂj‘l,hg)—l-B(hl,hg) .
~— ~—

=B(x) linéaire continue en h =o(||h|lso)

En effet, | B(h1, ho)|| < | BlllIallllk2]l < 1B][[(h1, h2) 1%, = o(l[h]loc) d’une part. D’autre part,

| B(hy, z2)[l + | B(x1, ho)l| < [IBI[(IAallllz2]l + 1 [[lIA2])

|B(h1,22) + B(x1, ho)|| < )
<A Bl 21| + lz2(D A lloo < 2[| Bl [|oo | ]| oo

|
|
donc (hi, hy) — B(hi,x2)+ B(x1, ha) est linéaire continue de Fj x Fy avec |||/ vers F'. Donc
B est différentiable en x et D, B : h — B(hy,x2) + B(x1, he).

2. Montrer que DB : Ey x Ey — L(FE71, xEs, F') est linéaire et continue.
Soient x,y € F1 X Fy et A € R, pour tout h € E; X Es, on a

Dz_;,_)\yB(h) = B(hl, To + )\yg) + B(l‘l + Ay1, hg)
= B(xl, hl) + )\B(yl, hg) + B(hl,l’g) + )\B(hl,yg)
= D,B(h) + AD,B(h).

Donc DyyryB = DB 4+ ADyB et donc DB est bien linéaire. Le calcul (i) montre que, pour
tout x € Ey X Ea, |D.B| < 2||B||||#]|co. Donc DB est continue de Ej x Ey avec ||| vers
L(Ey x Eo, F) avec la norme d’opérateur, et de norme au plus 2||B||.

3. Montrer que p : (A, z) — Az est C' de R x R” vers R” et expliciter sa différentielle.
L’application x est bilinéaire, et continue car on est en dimension finie. Donc y est C'. Le cas
général ci-dessus montre que, pour tout A € R et z € R™, Dy ,)p (t,h) — tz + Ah.

4. Soit (E, (-,-)) un espace euclidien, montrer (-,-) : ExFE — R est C!. Expliciter sa différentielle.
Comme FE est euclidien il est de dimension finie. Donc (-,-) est bilinéaire continue, donc C*.
Le cas général montre que D, (-, ) & (v, v) = (z,u) + (y,v) pour tout x,y € E.

5. Soient E, F et G des Banachs, montrer que C : (L, K) + Ko Lest C' de L(E,F) x L(F,Q)
vers L(FE,G), équipés de leurs normes d’opérateurs. Expliciter sa différentielle.

Une fois encore on est dans le cas d’une application bilinéaire entre espaces de Banachs. Par
contre, cette fois, sa continuité n’est pas automatique. Si L € L(E, F) et K € L(F,G), on a
vuque KoL € L(E,G) et |K o L|| < || K|||L]. Donc C est bien continue.

Par le cas général, C est C' et Di.x)C : (P,Q) = Qo L+ Ko P pour tout (L, K), de
L(E,F)x L(E,Q) vers L(E,G).

Exercice 4 (Différentielle et dérivée). Soient U C R un ouvert, F' un Banach et f : U — F. Soit
x € U, montrer que f est différentiable en z si et seulement si elle y est dérivable. Expliciter la
relation en D, f et f'(z) dans ce cas.

Si f est différentiable en x, alors

fla+h) = &)+ Daf(h) +o(h) = f(z)+hDsf(1)+o(h)

donc f est dérivable en x et f'(z) = D, f(1). Inversement, si f est dérivable en z, alors h — hf’(x)
est linéaire continue de R dans F et f(z + h) o f(z) + hf'(x) + o(h), ce qui prouve que f est
%

différentiable en = et D, f : h+— hf'(x).



Exercice 5 (Polynomes). Montrer que les fonctions polynomiales de R™ dans R sont C*.

Il suffit de le prouver pour les mondmes, le résultat s’en déduit ensuite par combinaison linéaire.
Soient av = (a,...,ap) € N" et X : (21,...,2y) — z{* ... 22", Pour tout ¢ € [1,n], si o =0 on
a 9; X =0, et sinon 9, X = o, X? ot B; = oy — 1 et Bj = a;j pour j # i. Donc X a des dérivées
partielles, qui sont des monomes de degré strictement plus petit, en particulier continues.

Par récurrence sur le degré total du mondéme, X“ admet des dérivées partielles continues a tout
ordre. Donc X< est C*°.

Exercice 6 (Différentielle du déterminant). Soit det : M, (R) — R I’application déterminant.

1. Montrer que det est différentiable en Id et expliciter sa différentielle.
Soit H = (h@j)

1<ij<ns O @

1+h11 h12 ... hin
n

B hat . . : _ 2
det(ld+H) =det| "1 oo LI+ i) + O(IHIZ)
T Bt i=1

hn,l hn,nfl hn,n

=l ;hm +O(|H|%) = 1+ T(H) +o(H).

Comme Tr est linéaire, on en déduit que det est différentiable en Id et Dyq det = Tr.

2. En déduire que det est différentiable sur GL,(R) et expliciter sa différentielle.
Soient M € GL,(R). Comme |[M~1H| < ||M~|||H]|| Ty 0, on a
H

det(M + H) = det(M) det(Id +M ' H) o det(M) (Id+Tr(M 'H) + o(M'H))

= det(M) + Tr("co(M)H) + o(H),

H—0
ot on a noté co(M) la matrice des cofacteurs de M et utilisé la formule ‘co(M) = det(M)M .
Comme la trace et la multiplication par ‘co(M) sont linéaires, det est différentiable en M et
Dy det : H — Tr(‘co(M)H).

3. Montrer que det est en fait C* sur M, (R), et expliciter sa difféntielle en tout point.
L’application det : M, (R) — R est polynomiale en les coefficients, donc C*. Les applica-
tions Ddet et M — Tr(tco(M )+) sont donc deux applications continues de M,(R) vers
L(M,(R),R), par exemple parce que les coefficients de ‘co(M) sont polynomiaux en ceux
de M. Elles coincident sur 'ouvert dense GL,,(R) donc partout. Donc, pour tout M € M, (R),
Dy det : H — Tr(‘co(M)H).

Exercice 7 (Linéarité de la différentiation). Soient E et F' des Banachs, U C E ouvert et z € U.
Vérifier que Diff,. (U, F), Diff (U, F) et C1(U, F) sont des espaces vectoriels sur lesquels D, (resp. D)
est linéaire.

On va montrer que Diff (U, F') est un sous-espace de 'espace FV des fonctions de U dans F. Soient

f,g€Diff (U, F)et A€ R. On a

(f+Xg)(x+h)= f(x+h)+Ag(x+ h) o f(z)+ Dyf(h) +o(h) + Ag(x) + ADyg(h) + No(h)
(f +Ag)(z) + (Do f + ADzg)(h) + o(h).

h—0



L’application D, f + AD,g : E — F est linéaire continue comme combinaison linéaire de telles
applications. Donc f + Ag est différentiable en x et D,(f + Ag) = D, f + AD,g. D’une part, cela
prouve que Diff (U, F') est un sous-espace de FV, donc un espace vectoriel. D’autre part, cela montre
que D, : Diff (U, F') — L(E, F) est linéaire.

Ensuite Diff (U, F) = (¢ Diff(U, F) est un espace vectoriel comme intersection d’espaces vec-
toriels. Si f,g € Diff(U, F) et A € R, alors le cas précédent montre que, pour tout z € U,
Dy(f + Ag) = Dyf + AD,g, donc D(f + A\g) = Dy + AD,. Donc D : Diff(U,F) — L(E,F)Y
est linéaire.

L’espace CO(U, L(E, F)) est un sous-espace vectoriel de £(E, F)V, dont I'image réciproque par D est
CY(U, F). Donc C}(U, F) est un sous-espace de Diff(U, F'), donc un espace vectoriel. La restriction
D :CYHU,F) — C°U, L(E, F)) reste évidemment linéaire.

Exercice 8 (Applications vers un produit). Soient E, Fy,..., F), des Banachs et F' = F} x --- X F},
muni de ||-||oo. Soit f = (fi1,..., fp) de U C E vers F', montrer que f € Diff (U, F) si et seulement
si Vi e [1,p], fi € Diff (U, F;). Si c’est le cas, montrer que Dy f : h+— (D fi(h),..., Dy fp(h)).

Soit x € U, ou U est ouvert de E. Si f est différentiable en x, alors D, f : E — Fy x --- x F}, est
linéaire continue. Pour tout i € [1, p], on note p; la projection canonique de F' vers Fj et g; = p;joD, f.
On a alors

i+ B) = £i(w) = (@)W, = [pi(FG +B) = (@) = Def (),
<If G+ B) = f(&) = Daf ()loe =, olh).

Donc fi(z + h) o fi(z) + (gi(z))(h) + o(h). L’application g;(x) est linéaire et continue, comme

composée de telles applications. Donc f; est différentiable en z, et D, f; = g;(x) = p; o D f.
Inversement, supposons que, pour tout ¢ € [1,p] la fonction f; soit différentiable en xz. On définit
L = (Dyf1,...,Dyfp) qui est linéaire de E vers F. Soit h € E,

IL(h)|loe = max || Dy fi(h)||r, < max ||Dy fill[[h| £ < [|h]| max || Dy fil],
ISP 1<i<p 1<i<p

donc L est continue. Puis ||f(z + h) — f(x) — L(h)||, = maxi<icpllfi(z + k) — fi(z) = Dafi(h)| .-
Par différentiabilité de f; en = (voir les caractérisations de 'exercice 1), il existe ¢; : U — [0, +00]
tel que || fi(z + h) — f(&) + Dafilh)ll 5, = (W) |l et &i(h) — 0. Done

1f(z+h) = f(@) = LW o = [Ih] 2 max ei(h),
<i<

=e(h)——0
h—0

c’est-a-~dire f(x +h) = f(x)+ L(h)+ o(h). Donc f est différentiable en x et D, f = L.
h—0
—

Exercice 9 (Régle de Leibniz). Soient I C R un ouvert et z € [

1. Soient f et g de I dans R dérivables en x, montrer que fg est dérivable en x et calculer (fg)'(x).
Par dérivabilité de f et g, on a

(Fo)(x+h) = f(z+hg(z+h) = (f(@)+hf' @)+ o(h))(9(x) + hg'(z) + o(h)
f(@)g(x) + h(f'(2)g(x) + g'(2)f (%)) + o(h).

h—0

Donc fg est dérivable en x et (fg)'(z) = f'(x)g(z) + ¢'(z) f ().



2. Soient f et g de I dans R™ dérivables en x, montrer que (f,g) est dérivable en x et calculer
sa dérivée en x.

Par dérivabilité de f et g, on a

(290 +h) = (fa+B) gl +B)) = (f(@)+hf'(x) +o(h), g(x) + b (x) + o(h))
= (), g(@)) + h(( @), 90) + (F() g () + olh).

h—0

Donc (f, g) est dérivable en x et ((f,9))'(z) = (f'(z),g(z)) + (f(2),d'(2)).

3. Plus généralement, soient E Fi,F5 et G des Banachs, U un ouvert de ' et B : F} X Fb = G
bilinéaire continue. Soient f1 : U — Fj et fo : U — F5 différentiables en z € U. Montrer que
g = B(f1, f2) est différentiable en z et calculer D,g.
Notons f = (f1, f2) de U dans F} x Fj, de sorte que g = Bo f : U — G. On a montré que f
est différentiable en x et calculé sa différentielle dans I'exercice 8. De méme, on a montré que
B est différentiable sur I} x Fy et calculé sa différentielle dans I'exercice 3. Par la régle de la
chaine, on en déduit que g est différentiable en = et que

D.g=D,(Bof)= Df(a:)B oD f = D(f1($)7f2(=’f))B © (Dzf1, Dz f2)
- B(fl(w)7Dxf2()) +B(Dxf1()7f2(x))

Exercice 10 (Primitive). Soit F' un espace de Banach, soit ¢ : [a,b] — F une fonction continue et
®:x— [ p(t)dt. Montrer que @ est C* sur [a,b] et &' = .

Comme F' est potentiellement de dimension infinie, on doit utiliser I'intégrale de Riemann. Ici, pour
tout x € [a,b], la fonction ¢ est continue sur [a, x], donc ®(x) est bien définie.

Soit = € [a,b], pour h assez petit on a
x+h T x+h
/ o(t)dt —/ o(t) dt—/ o(z) dtH

[ - ewna < [Tiet - e ar

Hﬂx+m—@@%4w@W=‘

Comme ¢ est continue sur [a,b] elle y est uniformément continue. Soit € > 0, il existe donc § > 0
. . +h
tel que si [t — x| < 6 alors [|¢(t) — p(z)|| < e. Si |h| < 0 alors ﬁ L5 eo(t) = ()| dt < e. Donc

|®(z + h) — ®(z) —
Id

ho(@)| _ 1 =+
< t) — dt — 0.
\hl/m le(t) = e(a)]dt —=0

Donc @ est dérivable en z et ®'(x) = p(z). C’est valable pour tout x € [a,b], et ¢ est continue.

Exercice 11 (Intégration par parties). Soient f et g des fonctions C! de [a, b] dans R, montrer que

L F(g () dt = [F©)g®)], = [} F/(£)g(t) dt.

On applique le théoréme fondamental analyse & fg, qui est C!, et on utilise la régle Leibniz :

b b b
U@W%=/UW@&:/WWWNH/f®ﬂWM



Exercice 12 (Caractére C! et dérivées partielles). Soient U C R™ un ouvert, F un Banach et
f:U — F. Montrer que f est C' si et seulement si les (9;f )1<i<n Sont bien définies et continues.
Notons (eq,...,e,) la base canonique de R™. Si f est C! sur U, en particulier f est différentiable en
tout x € U, donc y admet des dérivées partielles définies par 0;f(x) = D, f(e;), pour i € [1,n]. Il
reste alors a vérifier que 0;f : © — D, f(e;) est continue sur U. Soient z,y € U et i € [1,n], on a

10:f (y) = Oif ()l = 1Dy (es) — Daf(e)ll < [1Dyf — Daflllleill = 1Py f = Do fll ~= 0,

car Df est continue en x. Donc 0, f est continue en x, et finalement sur U.

Inversement, supposons que les (9; f)lgign sont bien définies et continues sur U. D’aprés le cours,
pour tout x € U, f est différentiable en x. Il reste a vérifier que D f est continue. Soient x,y € U et
h € R™ on a

IDyf(h) = Do f(B)|| = | Y hitif () = > hadif ()| < Y _|hal0if (y) — 0 f ()|
=1 i=1 =1

< 1B 1103 f (y) — 0if ().
=1

Donc ||Dyf — Dy f|| < Yo, 10:f (y) — 0i f ()] — 0, par continuité des (0;f),<;<,, en x. Donc D f
y T =Xi=
est continue en z, et finalement sur U. Donc f est C!.

Exercice 13 (Un calcul explicite). Soient f : (x1,z2,73) + (z1 + 22 + 23,21 — 2 + x3) de R3
dans R? et g : (y1,y2) — y3 — y3 de R? dans R. Calculer la différentielle de On note h = g o f.
Justifier que h est différentiable et calculer sa différentielle en tout point.

Les applications f et g sont différentiables car elles sont polynomiales. Donc h est différentiable
comme composée de deux telles applications, par la régle de la chaine. En fait h est méme C*°.

On est dans un cas trés explicite dans R, donc calculer la différentielle revient a calculer la jaco-
bienne. On pourrait expliciter h et calculer ses dérivées partielles, mais il est plus simple de calculer
les jacobiennes de f et g puis d’appliquer la régle de la chaine. Dans ce qui suit on identifie les
applications linéaires avec leurs matrices dans les bases canoniques de R, R? et R3. On a donc

1 1 1
Vo = ($1,$2,$3) € R37 Dxf = (1 -1 1> et V?/ = (y17y2) € Rgv Dyg = (2y1 _2:‘/2)

Donc, pour tout x € R3,

Dzh = Djygo Daf = (2f1(z) —2f2(x)) G —11 1)

=2(fi(x) = folz) Fi(@)+ o) fi(2) = fol@)) =4 (22 21+ 73 22).

Exercice 14 (Un contre-exemple). On considére la fonction f : R? — R définie par f(0,0) = 0 et
frws) = 35 i (2,1) # (0,0).
1. Montrer que f est continue.
Sur R? \ {(0,0)}, la fonction est continue comme quotient de fonctions continues dont le

dénominateur ne s’annule pas. En (0,0), on a || f(x1,22) — f(0,0)] = |x‘1||m|‘ﬁ§|2 < zf]] ——— 0.

x—(0,0)

Donc f est continue en (0,0).



2. Montrer que f admet des dérivées directionnelles dans toutes les directions en (0, 0).

. tvr (¢
Soit v = (v1,v2) € R, alors fo, : tw%

(0,0). Donc f admet des dérivées partielles dans toutes les directions en (0,0) et, pour tout
v e R2> 8vf(070) = (fO,v)/(O) - f(v)
3. Est-ce que f est différentiable en (0,0) ?

Si f était différentiable en (0,0), on aurait Do f : v +— 0, f(0,0) et donc Dy f = f. C’est absurde
car f n’est pas linéaire. Donc f n’est pas différentiable en (0,0).

tf(v) est linéaire, en particulier dérivable en

Exercice 15 (Un autre contre-exemple). On considére la fonction f : R? — R définie par f(0,0) = 0

et f(x1,x2) = x122 sin< 21 2) siz = (x1,22) #0.

TITI

1. Montrer que f est différentiable sur R2.

Sur R?\ {0}, la fonction f est C!' comme produit et composée de fonctions usuelles. En
particulier, elle y est différentiable. Par ailleurs f(0) = 0 et f(x1,22) = O(x122) = o(]|x])
lorsque z — 0. Donc f est différentiable en 0 et Do f = 0.

2. Est-ce que f est de classe C?

2
Soit x = (x1,22) # (0,0), on a 01 f(x) = =2 sm(”xH) ﬁ;ﬁg COS(I&H) et symétriquement

Oaf(r) = =1 sm(”xH) ﬁ;ﬁd cos(” H) Si f était de classe C!, ses dérivées partielles serait

continues, en particulier en 0. Notamment, on aurait

o) o)) () o

ce qui impliquerait que COS( ) —> 0, et donc cos(0) 9—) 0. C’est absurde, donc f n’est
—+00

[¢]
pas C! sur R2. On remarque que sur R? \ {0}, les dérivées partielles sont continues comme

sommes, ce qui remontre que f est C' sur R?\ {0}, et que le seul probléme pour la continuité
de Df est en 0.

Exercice 16 (Contre-exemple a ’égalité des accroissements finis). Donner un contre-exemple a
I’égalité des accroissements pour les fonctions & valeurs dans un espace de dimension 2 ou plus.

On considére f : ¢t — €™ de R dans C ~ R2 Si legahte des accroissements finis était vraie pour
cette fonction, il existerait ¢ € [0, 1] tel que — = WO f(o) =f'(t)=
on aurait m = 2, ce qui est absurde.

ime'™ . En prenant les modules

Exercice 17 (Conditions d’extremum). Soit f : U — R une application différentiable, ou U est un
ouvert d’'un Banach E. On rappelle que x € U est appelé un point critique de f si D, f = 0.

1. Si f atteint un extremum local en z € U, montrer que x est point critique de f. Donner un
contre-exemple & la réciproque.
Pour tout v € E, l'application partielle f;, : t — f(z + tv) est bien définie au voisinage de 0
dans R et atteint un extremum local en 0. Par le cas traité en cours pour les fonctions de R
dans R, on a D, f(v) = f,,(0) = 0. Donc D, f = 0.
Pour la fonction f : = — 22 de R dans R, le point # = 0 est critique mais n’est pas un
extremum local.

Dans la suite on suppose que f est deux fois différentiable en x € U.



2. Si f atteint un minimum local en x, montrer que D2 f(v,v) > 0 pour tout v € R. La réciproque
est-elle vraie ?

Par la question précédente, D, f = 0. Par Taylor—Young a ’ordre 2, on a donc

f(x+v) = f(x) + D3 f(v,0) + o|Jv]*). (i)
Soit v € E, pour tout ¢ € R suffisamment proche de 0 on a donc

0 < f(w+t:3—f(f”) j0lQ(D?f‘(tv,tv)+o(||tv|!2)) =, D2 (v,0) +o(1).

En passant a la limite ¢ — 0, on a D2 f(v,v) > 0.
La réciproque est fausse, toujours en considérant f : x + 23 qui est telle que f/(0) = f”(0) =0

et pour laquelle 0 n’est pas minimum local.

3. On suppose qu'il existe € > 0 tel que, pour tout v € E, D2f(v,v) > ||v||?>. Montrer que x est

un minimum local de f.

On repart de la formule de Taylor—Young (ii). Par la caractérisation de l'exercice 1, il existe
1 > 0 tel que, pour tout v € B(0,7n),

|[f(z +v) = f(z) = D3f(v,0)] < el|v]*.

Donc f(z +v) — f(z) > D2f(v,v) — €||v]|> = 0. Donc  est un minimum local de f.
4. On suppose que E est de dimension finie et que, pour tout v € £\ {0}, D2 f(v,v) > 0. Montrer
que z est un minimum local de f.

On va se ramener au cas précédent en utilisant la compacité de la sphére unité S de E.
Comme S est fermée et bornée en dimension finie elle est compacte. Comme D2 f est continue,
I'application v — D2 f(v,v) est continue, et elle atteint donc un minimum ¢ > 0 sur S. Alors,
pour tout v # 0 on a

D2 (v,0) = [l mf<” T |) > ellol>

Cette relation étant encore vraie pour v = 0 on est ramené au cas de la question précédente.

Exercice 18 (Recherche d’extrema). Soit f : (w1, 22) + 23 + 23 + 8 cos(w1) cos(z2) de R? dans R.

1. Montrer que f atteint un minimum global. Atteint-elle un maximum global ?

Pour tout z € R? on a f(z) = ||z||* + 8 cos(x1) cos(z2) = ||z||* — 8 T +00. Cela montre
z||—>+o0

que f n’atteint pas de maximum global.

En revanche, notons K = f~1(] — oo, 8]). Par continuité de f, I'ensemble K est fermé dans R?,
on a 0 € K puisque f(0) = 8. Enfin, comme f tend vers +oo a l'infini, il existe R > 0 tel que
|z|| > R = f(z) > 8. Donc K C Bp(0,R) et finalement K est compact. De nouveau par
continuité, fix admet un minimum. Par définition de K, ce minimum est un minimum global.

2. Déterminer la jacobienne et la hessienne de f en tout point = € R2.

On calcule les dérivées partielles. Pour tout = = (21, 22) € R?,

O1f(z) = 2x1 — 8sin(zy) cos(z2), O3 f(x) = 05 f(x) = 2 — 8cos(z1) cos(xz),
Oaf (z) = 2x9 — 8 cos(z1) sin(z2), 0102 f () = 1n(:131) sin(zs).



Notons J;(f) la jacobienne et H(f) la hessienne de f en x, on a donc
Jo(f) = (221 — 8sin(z1) cos(z2) 2x9 — 8 cos(zq)sin(za)),

_ [2—8cos(x1)cos(xzz)  8sin(xy)sin(xa)
Ha(f) = ( 8sin(z)sin(xe) 2 — 8cos(xl)cos(ac2)> '

. Soit & = (x1,22) € R?, montrer que D, f = 0 si et seulement si 21 + x2 = 4sin(z; + x2) ou
x1 — x9 = 4sin(z1 — z2). En déduire la liste des 9 points critiques de f.
Indication. On pourra commencer par montrer que ’équation w = ;11 d’inconnue t € R*
admet une unique solution « sur ]0, +o00[ et que « e]%, [.
OnaD,f=0 <= J,f =0 ce qui équivaut a
{xl = 4sin(x1) cos(x2) {ZL’l 4 29 = 4sin
<~

x9 = 4 cos(xy) sin(zg)

x1) cos(xa) + 4 cos(xy) sin(x2)

x1 — x9 = 4sin(zq) cos(za) — 4 cos(x1) sin(ze)

{:El + 29 = 4sin(x1 + 29

Cherchons les solutions de ce systéme. On va commencer par déterminer les ¢t £ 0 tels que

sin(t) L La fonction gt —Sii(t) est bien définie hors de 0 et paire. Si t > 27 alors

lg(t)] < % < 1. Par ailleurs g est négative sur [, 27]. On est ramené a chercher les ¢ €]0, 7| tels

que g(t) = 1. Pour tout ¢ €]0, 7], ¢'(t) = w Sur [F, 7], le numérateur est clairement
négatif. Sur ]0, 5[, on a t < tan(t) <= cos(t)t —sin(t) < 0. Donc ¢’ est a valeurs strictement

négatives, et g décroit strictement sur ]0,n[. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il
existe un unique ¢ €]0,7[ tel que g(t) = I. Remarquons que, comme g(3) = 2 > %, on doit
avoir ¢t > 7.

Notons « l'unique réel strictement positif tel que g(a) = %. On a vu que o €]3,n[. Soit
r = (z1,22) € R? ce point est critique pour f si et seulement si il satisfait le systéme
d’équation ci-dessus, qui est équivalent a z1 + 2 € {—a,0,a} et 1 — 22 € {—,0,a}. On a
donc 9 possibilités.

Les points critiques de f sont donc zg = (0,0), 21 = (—,0), z2 = (a,0), z3 = (0, —a),
Z4 = (0,0{), Z5 = (_%7 _%)) 26 = (_%, %), 27 = (%, —%) et zg = (%7 %)

. Parmi les 9 points critiques précédents, lesquels sont des minima locaux, lesquels des maxima
locaux et lesquels des points cols (les autres) ?

Pour déterminer la nature d’un point critique on étudie la nature de la hessienne en ce point.
Si celle-ci est définie-positive (resp. définie-positive) on a un minimum (resp. maximum local),
voir exercice 17. Dans les autres cas, si la hessienne est non-dégénérée on a un point-col. Comme
la hessienne est symétrique, elle est diagonalisable, et tout ceci se lit donc sur les signes des
valeurs propres, qui se déduisent des signes de la trace et du déterminant de la hessienne.
Pour tout » € R? on a 7(z) := Tr(H,(f)) = 4(1 — 4 cos(z1) cos(x2)) et

§(x) == det(H,(f)) = (2 — 8cos(x1) cos(x2))? — (8sin(z1) sin(xz))?
=4 — 32cos(x1) cos(xa) + 64((:05(:51)2 cos(x2)?
= 4(1 — 8cos(x1) cos(xz) + 16 cos(xy + z2) cos(z1 — x2)).

— sin(z1)? sin(xg)Q)

En zp = (0,0), on a 7(29) = —12 et d(z9) = 36. Donc en zp, la hessienne de f a deux valeurs
propres de méme signe car d(zg) > 0 et elles sont négatives car 7(z9) < 0. Donc H,,(f) est
définie-négative, et zp est un maximum local.



Pour i € {1,2,3,4}, on a 7(2;) = 4(1 — 4cos(a)). Comme «a €]75, 7|, on a cos(a) < 0 et donc
7(z;) > 0. Par ailleurs,

6(2;) = 4(1 — 8cos(a) + 16 cos(a)?) = 4(1 — 4cos(a))? > 0.

Donc H,(f) est non-dégénérée et admet deux valeurs propres de méme signe, qui sont en fait
positives. Donc H,(f) est définie-positive, et z1, 22, 23 et z4 sont des minima locaux.

Pour ¢ € {5,6,7,8}, on a

§(zi) = 4(1 — 8COS(%)2 + 16 cos(a)) =4(1 — 4(1 + cos(a)) + 16 cos(a))
= —12(1 — 4cos(a)) < 0.

Donc H,(f) est non-dégénérée avec deux valeurs propres de signes différents. Donc z; est un
point-col.

5. Déterminer la valeur du minimum de f en fonction de a.
Le minimum global de f est en particulier un minimum local. Il est donc atteint en 'un des
points 21, 22, 23 ou z4. On remarque sur la forme de f que f(z1,22) dépend uniquement de
|z1| et |x2|. Donc on a en fait f(z1) = f(z2) = f(23) = f(24), et f atteint donc son minimum
global en 4 points différents.

La valeur de ce minimum est f(z2) = f(a,0) = a? + 8cos(a). On peut donner des valeurs
approchées : o >~ 2,457 et f(z) ~ —0,162.

Exercice 19 (Point de Fermat). Soient x1,29 et x3 € R? trois points non alignés. On définit
f:xe ||z — x| + ||z — 22| + ||z — 23]/, ot on a noté ||-]| la norme euclidienne de R2.

1. Montrer que f admet un minimum sur R2.

La fonction f est continue. De plus f(x) H”——> 400, par exemple parce que pour tout
T||—+00

i €{1,2,3}, ||z — =il = |lz| — [|i]|. On va montrer que cela suffit a obtenir I'existence d’un
minimum.

Soit & = f(0), on considére K = f~1(] —o00, a]), qui est fermé par continuité de f et contient 0.
Il existe R > 0 tel que, pour * € R?\ B(0,R), f(x) > a. Alors K C B(0,R). Donc K est
fermé borné, donc compact.

Par continuité, fx atteint un minimum, disons en y € K. En particulier f(y) < f(0), donc
par définition de K, la fonction f atteint un minimum global en y.

2. Montrer que ||-|| est strictement convexe, au sens ot pour tout x,y € R? et tout ¢ € [0,1] on
a |[(1—t)x+ty|| < (1 —1t)||z|| + t||y||, avec égalité si et seulement si ¢ € {0,1} ou x et y sont
positivement colinéaires.

Soient x,y € R? et t € [0,1], on a

I(1=t)e+tyl* = (1=0)* 2] +2(1-t)t(z, y) +]lyl|* < (L—1)?[|= > +2(1 = t)tl|| [yl + ]|y

par Cauchy-Schwarz. Donc ||(1—t)z+ty|| < (1—t)|z|+t||y|. C’est valable pour tout x,y € R?
et ¢t € [0,1], donc ||-|| est convexe.

En reprenant le calcul précédent, |[(1 —t)x + ty|| = (1 —t)||z|| + t||y|| si et seulement si on est
dans le cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz, c’est-a-dire si et seulement si (1 —¢)x
et ty sont positivement colinéaires. Cela se produit exactement si ¢t € {0, 1}, ou si et y sont
positivement colinéaires.
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3. En déduire que le minimum de f est unique.

Supposons par 'absurde que f atteigne son minimum global en deux points y et z distincts.
Soit t €]0,1[, on a d’aprés la question précédente :

(1 =ty +t2) = (1 = )y — 22) + £z — 2)l| + | (1 = ) (g — w2) + (= — a2)]
11 = D)y — 2) + (= — a3)]
<L =)y — a1l + ¢z — 21| + (1 = Dlly — w2l + ]z — ]
(1= )]y — ws]l + H]]z — o)
<(L=1)f(y) +tf(2).

Comme f(y) = f(z) est le minimum de f on a en fait égalité. On est donc dans le cas d’égalité
pour les trois inégalités appliquées dans le calcul précédent. A savoir, pour tout i € {1,2,3},

I =)y — i) +t(z — i)l = (L= D)lly — @il + |z — 2]

donc y — x; et z — x; sont colinéaires, puisque ¢ €]0, 1[. Comme on a supposé y # z, on donc
que 1, T2 et xg sont sur la droite (y, z), ce qui contredit ’hypothése qu’ils ne sont pas alignés.

C’est absurde, donc f atteint son minimum en un unique point de R2.

4. Supposons que f atteignent son minimum en y € R? \ {1, z2, x3}. Montrer que les segements
[y, 2;] forment entre eux des angles de 2 5 eny.
Enfin une question ot on fait du calcul différentiel. La norme euclidienne N : z + ||z est C*

sur R?\ {0} et, pour tout z # 0, DN : v — < > En effet, lorsque v — 0 on a :

[El

Nz +v)={z+v,z+v)=+/|z]]2+ 2z, v>+||v\2—HxH\/ +2 H ||2, >+o(v)

— |1z (1 + <H;||2 ,v> + 0(v)> = N(z) + <M ,v> +o(v).

On peut aussi le prouver en calculant les dérivées partielles de N : (21, 22) + /27 + 25 et en
vérifiant qu’elles sont continues.

Alors f est différentiable sur R? \ {21, 72,23} comme somme et composée de fonctions diffé-
rentiables. Pour tout = ¢ {z1,z2, 23} on a alors

D.f = ZDz mhold= Z< ek > <Z||§:Z|| >

En y, on a Dyf = 0, cest-a-dire Zl 1 Tz, _Z” 0. On va déduire de cette égalité que les

segements [y, z;] forment entre eux des angles de 2% en y.

Pour cela, on identifie canoniquement R? a C, pour pouvoir calculer avec les complexes. Le
probléme étant invariant par translation, rotation et symétrie, on peut supposer que y = 0,
que | | =1 et que | | se trouve dans le demi-plan supérieur. Il existe a € [0, 7] et 5 €] — 7, 7]

tels que |i2| = e et |m§| = ¢'®. La condition ci-dessus affirme alors que 1 + €*® 4 ¢ = 0.
On en déduit sin(8) = —sin(«), d’ou 8 € {—a, —7 + a}. Par ailleurs —1 = cos(«) + cos(3) ce
qui interdit 8 = o — 7. Donc —ﬁ =a= 2?” Ainsi, une fois qu’on a normalisé la situation, on

s s ,
a ‘ih =1, & |m2| =5 et I%‘)I = ¢ 2"5. Cela prouve le résultat attendu sur les angles.
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Exercice 20 (Régularité des applications linéaires et bilinéaires). 1. Soit L : E — F une appli-
cation linéaire continue en Banachs, montrer qu’elle est de classe C*.
On sait que L est différentiable et D,L = L pour tout z € E. Donc DL : E — L(E,F)
est constante, donc différentiable et D2L = 0 € Lo(E,F) pour tout x € E. En répétant
I’argument, on montre par récurrence que pour tout p > 2, DPL est bien définie sur E et
DYL =0€ L,(E,F) pour tout z € E. Donc L est bien C* sur E.

2. Soit B : E1 X Fy — F une application bilinéaire continue entre Banachs, montrer qu’elle est

de classe C™°.
On a montré dans l'exercice 3 que B est différentiable et DB : Ey X Ey — L(E] X Es, F) est
linéaire continue. Par la question précédente DB est de classe C*°. Donc B aussi.

Exercice 21 (Régularité des composées). Soient E, F' et G des Banachs, U C E et V C F des
ouverts et k € N. Si f: U — V et g: V — G sont de classe C* montrer que g o f aussi.

On procéde par récurrence sur k € N. Le cas kK = 1 a été traité en cours de topologie. Soit k € N,
supposons le résultat vrai pour k (pour toutes applications entre des ouverts d’espaces de Banach).
Soient f: U — V et g: V — G de classe C**1. Par la régle de la chaine, pour tout = € U on a

Da:(gof) :Df(z)gOsz

Par hypothése, Dg : V +— L(F,G) est C*, de méme que f: U — V. Donc Dgo f : x Dy(2)g est
C*, par hypothése de récurrence. Comme Df est aussi C*, I'application x + (D, f, Dy(z)9) est ck
de U dans L(E,F) x L(F,G).

On a déja vu que B : (L, K) — K o L est bilinéaire continue sur L(F, F') x L(F,G) dans L(E,G).
Par I’exercice 20, on sait que B est C*, en particulier C*. Par hypothése de récurrence de nouveau,
D(go f) = Bo(Df,Dgo f) est de classe C*. Donc g o f est C**1, ce qui achéve la récurrence et
établit le résultat.

Exercice 22 (Régularité de inverse). 1. Montrer que Inv : M — M~ est C*° sur GL,(R).
En dimension finie c’est relativement simple. Déja G'L,(R) = det ™ (R*) est ouvert par conti-

nuité de det, qui est polynomial. Ensuite on utilise la formule Inv(M) = M~ = W feo(M),
ot co(M) est la matrice des cofacteurs de M.
Sur GL,,(R), la fonction det ne s’annule pas, donc M —L__ est bien définie. Les coefficients

det(M)
de *co(M) sont des déterminants extraits de M, en particulier des polynomes en les coefficients
de M. Donc les coefficients de M ! sont des fractions rationnelles en les coefficients de M, en
particulier C*°. Donc Inv est C*°.

2. Soit E un espace de Banach, montrer que Inv : L +— L™! est C*° de GL(E) dans lui-méme.

Dans ce cadre, c’est plus compliqué. On a montré dans le cours de topologie que GL(E) est
ouvert dans le Banach £(F) et que Inv est continu. On a aussi montré dans le cours de calcul
différentiel que Inv est différentiable et que Dy Inv : H — —L " *HL~! pour tout L € GL(E).
Soient M, N € L(E), on définit B(M,N) : H — —MHN qui est linéaire de £(E) dans lui-
méme. Pour tout H € L(E), |B(M,N)(H)|| = ||[MHN]| < ||M||N|/|H]. Donc B(M,N)
est continue, et [|[B(M,N)| < ||[M||||N]|. On définit ainsi B : L(F) x L(E) — L(L(F)) qui
est bilinéaire et continue. Notons aussi ¢ : L +— (L, L) qui est linéaire continue de L(F) dans
L(E) x L(E).
L’expression ci-dessus montre que Dy Inv = B(L™',L™!) = B(«(L™')) = (B o oInv)(L)
pour tout L € GL(E). En d’autres termes DInv = B oo lInv de GL(E) vers L(L(FE)). Les
applications B et ¢ sont C*°, car linéaire continue et bilinéaire continue respectivement. Si Inv
est CF, alors DInv est C¥ comme composée d’applications C*, voir exercice 21, et donc Inv
est CF1. Puisque Inv est C, on conclut par récurrence que Inv est C*.
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3. Soient E et F' des Banachs, montrer que Inv : L+ L™! est C* de Iso(E, F) dans Iso(F, E).

Si E et F ne sont pas isomorphes, Inv est 'application vide, donc c¢’est de la zérologie. Si
et F' sont isomorphes, on se raméne au cas précédent.

Soit M € Iso(F, E). Notons ¢ : L+ Mo L de L(E,F) vers L(E) et ¢ : K+— KoM de L(E)
vers L(F, E). Ces deux applications sont linéaires continues, donc C*°. Notons Invg : K — K~}
de GL(FE) dans lui-méme, qui est C* par la question précédente.

Pour tout L € Iso(E, F) on a

Inv(L)=L'=L oM oM=(MoL)™ oM =¢(nvg(s(L))).
Donc Inv = 1) o Invg 0o¢ est C*° comme composée d’applications C*°.

Exercice 23 (Développement de Taylor). Soient U C R™ un ouvert, F' un espace de Banach et
f U — F une application k-différentiable en x € U. Soit h = (hy, ..., h,) € R™, montrer que

k!
k n n
a1+"'+an:k
Pour simplifier les écritures on utilise des notations multi-indicielles : pour a = (o, ..., ) € N?
onnote [a] = g+ +ay, 0 =M. 9%, () =B = al!.kf.!an! et h® = h{* ... hS". On veut donc
k
prouver que D¥f(h,... h) = Z|a|:k (a)ho‘ﬁo‘f(x).
On écrit h = >"" | hie;, avec (eq, ..., ep) la base canonique de R™, et on développe par multilinéarité.

DEf(h,....h) =DEF{ > hieir,.... > hies,

i1=1 ip=1

= Z hi1~--hiszfk<ei17---;€ik)
1<, i <n

1<in, i <n

Soit i1,...,ir € [1,n], pour tout p € [1,n], on note oy, = Card({j € [1,k] | i; = p}). Alors on a
hiy ... hi, = h{' .. RO =hYet 0y, ... 0;, = O ...0%" = 0. De plus, par définition des (ap)1<p<m,
la| = a1+ +an = Card( ) {j € [1,k] | i; = p}) = Card([1,k]) = k. Les termes dans I’expres-
sion de DY f(h, ..., h) ci-dessus sont donc de la forme h®9% f(x) avec |a| = k.

Inversement, soit o« € N” tel que |a| = k. On a h*0° f(x) = hi, ... h (0, ... 0;, ) () si et seulement
si exactement oy des (i;)1<j<kr sont égaux a 1, ap sont égaux a 2, etc. Le nombre de k-uplets
(i1,...,1x) € [1,n] satisfaisant cette condition est le nombre de partition de [1, k] en n ensembles

. . N ! k
de cardinaux respectifs oy, as, ..., ay, c’est-a~dire —*~— = ( )
aql...ayg! o

Finalement, D¥f(h,..., h) = > lal=k (2) h*0% f(z) comme attendu.

Exercice 24 (Encore un contre-exemple). Donner un exemple d’homéomorphisme C*° qui ne soit
pas un difféomorphisme.

On peut considérer f : 2 +— 2% de R dans R, qui est C*, bijective et dont la réciproque f~!: 2+ ¢z
est C* sur R* mais n’est pas dérivable en 0.

Exercice 25 (Théoréme d’inversion globale). Soient E et F' des Banachs, U C E un ouvert de
f: U — F une application C* telle que Vz € U, D, f € Iso(E, F).

13



1. Montrer que f est une application ouverte.
Soit Q C U un ouvert, il s’agit de montrer que f(€2) est ouvert. Soit y € f(Q), il existe x € Q
tel que y = f(z). Comme D, f € Iso(E, F'), par le théoréme d’inversion locale, f réalise un
CF-diffeomorphisme local d’un voisinage de z dans U vers un voisinage de y dans F. Quitte
a prendre l'intersection avec Q2 € V(x), il existe V' voisinage ouvert de x inclus dans € tel
que fly soit un CF-diffcomorphisme de V' vers son image. En particulier, f(V) est ouvert et
y € f(V) C f(R). Donc f(Q) est voisinage de y. Donc f(2) est voisinage de chacun de ses
points, donc ouvert. Donc f est ouverte.

2. Si f est injective, montrer que c’est un C*-difféomorphisme de U vers f(U).
Si f est injective, alors f : U — f(U) est bijective et C¥. Comme f est une application ouverte,
I'application réciproque f~! est continue. Donc f est un homéomorphisme.
Comme D, f est un isomorphisme pour tout € U, on a que f est un CF-diffeomorphisme
d’aprés le cours.

Exercice 26 (Régularité des racines d’un polynome). Soit d € N*, on note ev : Ry[X] x R I'appli-
cation d’évaluation définie par ev : (P, x) — P(x).

1. Justifier que ev est C*.
Soit ¢ : R xR — Ry[X] xR I'isomorphisme définit par ¢ : (ag, ..., aq, ) — (Z?:o a; Xt x)

L’application evop : R2 — Rest (ag, ..., aq, ) Zf:o a;z". Elle est polynomiale sur R4+2,
donc C*. Comme ¢! est linéaire donc C*°, on a que ev = (ev op)op~! est C> comme composée
d’applications C*°.
De fagon moins abstraite, on travaille dans la base canonique (1,X,..., X d) de Ry[X], et
evop est ev lue dans cette base. Mais pour cela il faut se convaincre que le choix d’une base
ne modifie pas le caractére C*° d’une application.

2. Pour tout P € Ry[X] et x € R, déterminer D(p,)ev.
Soient P € Ry[X] et x € R, on sait par le point précédent que D(p,yev : Rg[X] x R — R est
bien définie et linéaire. Pour tout @ € Ry[X] et h € R,

D(payev(Q,h) = D(pa)ev(Q,0) + Dipgyev(0,h).

Le nombre D(p ) ev(0,h) est la dérivée directionnelle de ev dans la direction (0,h) en (P, z),
i.e la dérivée en 0 de la fonction f : t — ev((P,x)+1t(0,h)) = ev(P,x 4+ th) = P(x +th). Donc

D(p@,) eV(O, h) = f/(0> = hPl(t).

De méme, Dp ) ev(Q,0) est la dérivée en 0 de g : ¢t +— ev((P +1tQ,7)) = P(x) + tQ(x),
c’est-a-dire Dip)ev(Q,0) = ¢'(0) = Q(z). Finalement Dp,yev: (Q,h) — Q(x) + hP'(z).
Plus conceptuellement, 0y ev(P,z) = D(p,ev(:,0) est la différentielle en P de I'application
lindaire ev(-,x) : Ry[X] — R. Donc D(pyyev(-,0) = drev(P,z) = ev(-,r). Par ailleurs,
Oyev(P,x) = Dpyyev(0,-) est la différentielle en x de l'application ev(P,-) = P : R — R,
c’est-a-dire la multiplication par P’(x). Par linéarité,

Dpyyev(Q,h) = 01ev(P,z)(Q) + d2ev(P,z)(h) = Q(x) + hP'(x).
3. Soient P € Ry[X] et « € R tels que P(xz) = 0 et P'(z) # 0. Montrer qu'il existe un voisinage

U de P dans R4[X], un voisinage I de x dans R et ¢ : U — I de classe C* tels que ¥(P) = x
et, pour tout Q € U, 1¥(Q) est I'unique racine de @) dans I.
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On a ev(P,z) = 0 et yev(P,x) : h + hP'(x) de R dans R d’aprés la question précédente.
Comme P’(x) # 0, on a que dy ev(P, x) est un isomorphisme de R dans R.

Par le théoréme des fonctions implicites, il existe un voisinage ouvert U de P dans Ry[X],
un voisinage ouvert I de x dans R et ¢ : U — I tels que ¢(P) = z et V(Q,y) € U x I,
Qy) =ev(Q,y) =0 = y =19(Q).

Notamment, pour tout @ € U, il existe une unique racine de @ dans I, qui est ¥(Q).

Exercice 27 (Volume d’une courbe). Soient I C R un intervalle ouvert et v : I — R™ avec n > 2
une fonction de classe C*.

1. Soient a,b € I tels que a < b, montrer qu'il existe &« > 0 tel que : Vx € [a,b], Ve €]0,1],
Y([z — ag,x + ag]) C Bp(y(z),¢).
Comme [a,b] C I et I est ouvert, il existe 3 > 0 tel que K = [a — 3,b+ ] C I. Comme 7/ est
continue, elle est bornée sur le compact K, disons par C' > 0. Posons @ = min (,6’, %) > 0.
Soient £ €]0,1] et « € [a,b], on a 0 < eax < 8 donc [x — ea,x + ea] C K C I. Donc, pour
tout y € [z —ea,x +eal, on a [[v(y) —v(z)|| < |y — z||V||co,x < Cae < g, par 'inégalité des
accroissements finis. D’ou le résultat.

2. Soit € €]0, 1], montrer qu’on peut recouvrir v([a, b]) par [5%] boules fermées de rayon e.
Le segment [a, b] étant de longueur (b—a), on peut le recouvrir par B?Tﬂ segments de longueur
2ae. Par exemple, les segments [a + (2k — 2)ag, a + 2kae] avec k € [1, [;Tgﬂ], que 'on peut
aussi écrire comme [y, — ag, 2k + agl, ot xy, = a + (2k — 1)ae et k € [1, [5=2]]. Alors
[5ac | 50t |
v(la,0)) = |J wr —aca+ac) < ([ Br(v(ar).e),
k=1 k=1

d’aprés la question précédente.
3. En déduire que y(I) est de mesure nulle dans R™ pour la mesure de Lebesgue.
Soient a,b € I tels que a < b. D’aprés la question précédente, le volume n-dimensionnel de

v([a,b]) est borné par celui de B?Tg] boules de rayon €. En notant w le volume de la boule

unité euclidienne de R, on a

Vol(([a, ) < [b - ‘ﬂg% < wgn<b L 1)

20 2

N

n—1 b—a n—1
we ( 5 —l—e) =, O™ ).
Comme le terme de gauche est indépendant de &, on en déduit que 7([a, b]) est de mesure nulle
pour la mesure de Lebesgue de R".
Ensuite, il existe deux suites (ax)ren et (b )gen, le premiére décroissante, la seconde croissante,
telles que ag < by et I = Uyeylar, br]. Donc v(I) = Upen v([ak, bx]) est union dénombrable
d’ensembles de mesure nulle, donc de mesure nulle.

Exercice 28 (Lemme de Sard, cas facile). Soient / C R un intervalle ouvert et f : I — R de
classe C1. On note C = {x € I | f’(z) = 0} I'ensemble des points critiques de f.
1. Soient a,b € I tels que a < b et ¢ > 0. Montrer qu’il existe § > 0 tel que : pour tout
x € [a,b]NC, onay(jx—0d,z+46]) C[f(z)—ed, f(x)+ed].
Comme [a,b] C I et I est ouvert, il existe a« > 0 tel que K = [a — a,b+ ] C I. Comme f’
est continue, elle est uniformément continue sur le compact K. Soit § €]0, a] tel que pour tout
x,y € K sily— x| <6 alors |f'(y) — f/(z)] < e. Soit x € [a,b] N C, alors [x — 6,z + 0] C K.
Pour tout z € [z — 0,z + ¢], on a donc [f'(z)] = |f(2) — f'(x)] < e. Par l'inégalité des
accroissements finis, pour tout y € [z — ¢,z + d] on a donc |f(y) — f(x)| < ely — x| < 4. Donc
onay(lx—0d,z+46]) C[f(x) —ed, f(x) + &d].
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2. En déduire que y([a,b] N C) est de mesure nulle.

Si [a,b] N C = ) c’est vrai. Sinon, comme C = (f')71(0) est fermé, [a,b] N C est compact et
non-vide, il admet donc un minimum ;.

Soit € > 0 et soit § > 0 correspondant donné par la question précédente, on note N = [b_Ta].
Pour tout k£ € [1, N], on notera z; = x; si le compact [a + (k — 1)d,a + kd] N C' est vide, et
xp = min([a + (k — 1)d,a + k6] N C) sinon. Si [a+ (k—1)d,a+ k5] NC # (), alors il contient xy
et est de longueur ¢, donc [a+ (k—1)d,a+ k6| NC C [z — J, zx + d]. Cette derniére inclusion
est encore vrai si [a 4+ (k —1)d,a + k6] N C = . Comme N§ > b — a, on a donc

N N
[a,5)nC = |Jla+ (k—1)d,a+ ki) NC C | [k — 6,25 + ]
k=1 k=1

Donc, en utilisant la définition de 6,

N N
fa,tln ) < | f(lwn = 6,mx +6]) € | [f (wn) — €6, f(n) + ],

k=1 k=1
Donc f([a,b] N C) est de mesure au plus

INed < 255<l’;“+1) <2(b—a+0)e <2(b—a+ae,

oll & est comme dans la solution de la question précédente, en particulier indépendant de .
C’est vrai pour tout € > 0 donc f([a,b] N C) est de mesure nulle.
3. Montrer que v(C) est de mesure nulle.
Comme dans la derniére question de I'exercice 27, on recouvre I par une famille dénombrable
de segment et on applique le résultat & chacun. Alors f(C') est union dénombrable d’ensembles
négligeables, donc négligeable.
Exercice 29 (Continuité des applications multilinéaires). Soient E et F' des Banachs. Pour tout
x = (r1,...,7%) € E¥ on note ||7|ls = maxi<i<k||zi| -
1. Montrer que (E*, ||[|o) est un espace de Banach
Soit (z(™), ey une suite de Cauchy dans E*. Pour tout i € [1,k], pour tout p,q € N, on a

ngp) — xgq)HE < lz® — 2@||o. Donc (xgn))neN une suite de Cauchy dans E, donc converge

vers une limite z; € E. Alors (™ —— 2 = (T1,..., k).
n—-+o0o

2. Soit M : E¥ — F une application k-linéaire. Montrer que M est continue si et seulement s'il
existe C' > 0 tel que, pour tout € E¥ | M (z)||r < Cllz1lle- .. |2k -
Supposons qu’il existe C' > 0 comme ci-dessus. Soient z = (z1,...,2x) ety = (y1,..., ) € EF,
[M(y1, .. yk) = M(21, .. xe)l|p <[ M(yr, ..o y6) — M(z1,, 925 up) | P
+ M (21,92, - yk) — M(z1, 22,3, - yi) | P
+ -+ || M (21, k1, yk) — M (21, e, x| B
<M (y1 — 21,92, Ukl F
+ M (21,2 — 22,93 -, y) || F
+o [M (21, k1, Yk — 2k) || P
<Cllyr — z1llelly2lle - - - lyklle
-t lwlle - lloe-llellye — zille

— 0.
y—
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Donc M est continue sur E*. Inversement, si M est continue, elle est en particulier continue
en 0, donc il existe § > 0 tel que, pour tout € E¥ si ||z|| < 6 alors [|[M(z)||r < 1. Soit
x = (x1,...,2) € EF, si 'un des x; est nul alors M(x) = 0. Si z; # 0 pour tout i € [1, k],

alors 3
0 ) 0
1> HM( e k) H _ |M (@)l
21l e [E31¥> lz1lle - Nzl e

Donc, pour tout z € E¥, |M(z)||r < Cllz1||& - .. |2k avec C = %.

3. Vérifier que la norme subordonnées a ||-|| g et ||| 7 est bien une norme sur L (E, F'). On rappelle
qu’elle est définie par ||M|| = sup{| IM@le | v; [1, k], z; # O} pour tout M € L(E, F).

ENEEEAP
La question précédente montre déja que ||[M ]| est définie pour tout M € Li(E, F). Si |M| =0
alors pour tout x € E¥ [|[M(z)|| = 0 et donc M = 0. Inversement, si M = 0 alors || M| = 0.

Si M,N € L,(E,F) et A € R alors, pour tout € E* tel que Vi € [1,k],z; # 0,

(M + N)(@)||r < [[M(@)|r+[N@) e < ([M]|+[IND[z1]le - l|lzele,
[AM (z)|lp N IM@)llr
lz1lle - okl & lz1llE - |7kl &

Donc ||M + N|| < || M| + ||N| et [|[AM]| = |A||[M]| en passant au sup sur z.
4. En utilisant les isomorphismes canoniques Li(E, F) ~ L(E,L(E,...L(E,F)...)) définis en
cours, montrer que (Li(E, F),||]|) est un espace de Banach.

On sait que 'espace des applications linéaires continues entre deux Banachs est de Banach pour
la norme d’opérateur, voir les exercices de topologie. Par récurrence, L(E, L(E, ... L(E,F)...))
est donc de Banach pour la norme naturelle induite par ||-||z et ||| 7.
On a vu en cours que l'isomorphisme canonique Li(E, F) ~ L(E,L(E,...L(E,F)...)) est en
fait une isométrie. Donc (L (E, F), ||||) est un espace de Banach.

5. Par le méme genre d’argument, montrer que si ' est de dimension finie alors toute application
k-linéaire sur E* est continue.

On procede par récurrence sur k € N*. On sait que si F est de dimension finie, alors toute
application linéaire sur E est continue, ce qui traite le cas k = 1 et servira dans I’étape de
récurrence. Soit k € N*, supposons que toute application k-linéaire sur E* est continue. Soient
F un espace normé et M : EFt1 — F une application (k 4+ 1)-linéaire.

Soit g € E, alors M (zg,-) : E¥ — F est k-linéaire, donc continue par hypothése de récurrence.
On définit ainsi ¢ : E — Li(E, F) par ¢ : £ — M(xg, ). Cette application est linéaire de E
vers Li(E, F), donc continue. Alors, pour tout & = (g, ...,z;) € E*¥1 on a

1M (z)|[F = lle(@o) (@, ..., zx)llr < lle(zo)lleyemllzille . - lokle

<Mlellee,co e rpyllzolle - - ekl 2
Donc M est continue sur E.

Exercice 30 (Différentiabilité des applications multilinéaires). Soient E et F' des espaces de Banach,
keN*et M € L(E,F).

1. Montrer que M est différentiable sur (Ek |“lloc) et expliciter sa différentielle.

Soient & = (x1,...,2%) et h = (hy,...,h) € E*. Notons A = [[%_ {x, hi}, de sorte que
A = (Ai)i<i<k € A si et seulement si pour tout 7 € [1,k] on a A\; = z; ou A\; = h;. L’ensemble
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A est de cardinal 2¥ et, par multilinéariteé,

M(x 4+ h) =M (z1, 22 + ha, ..., xk + hg) + M (hy, 22 + ha, ..., zk + hy)
:M(xl,l'g,l‘g+h3,...,$k+hk)—{—M(Il,hg,.rg—{—hg,...,xk—{—hk)
+M(h1,l‘2,x3+h3,...,ﬂjk+hk)+M(h1,h2,l‘3+h3,...,xk+hk)

:"':ZM()‘)‘

AEA

Soit A € A, on a ||[M(N)| < [[M||[|AM1]lg--. || 2]l g. Dans le régime ou z est fixé et h — 0, dés
que deux des A; sont du type h; le terme précédent est O([|]|2,) = o(h). Donc,

M(x+h) = M(x)+M(hi,xo,...,x5)+M(x1,ho,x3,...,2)+ -+ M(x1,..., 251, hg)+o(h).

Comme M est k-linéaire continue, 'application M (-, z9, ..., xy) est linéaire et continue sur E.
Comme de plus p; : h = (hy,. .., ) — hy est linéaire continue sur E¥, I'application composée
Y1(wa,...,2) : b — M(hy,20,...,x;) linéaire continue de E¥ dans F. De méme pour les
autres termes. Donc

h— M(hy,xo,...,xp) + M(x1,ho, 23, ..., 2k) + -+ M(x1,..., 251, hg)

est linéaire continue sur E¥ comme somme de telles applications.
Finalement, M est différentiable en tout x = (z1,...,2) € EF et

DwMt(hl,...,hk) i—>M(hl,xg,...,xk)+M($1,h2,x3,...,$k)+"'+M($1,...,xk,1,hk).
(iii)
. Montrer que M est de classe C® sur EF.

On procéde par récurrence sur k € N*. Pour k = 1, soit L € L(E, F), on sait que D,L = L
pour tout x € E. Donc DL est constante, donc différentiable de différentielle nulle. Donc pour
tout » € E, D2L = 0 € Lo(E, F). En répétant I'argument, pour tout p > 2, DPL est bien
définie et Vo € E, DYL =0 € L,(E, F). Donc L est bien C* sur E.

Soit k > 2, supposons que toute application (k — 1)-linéaire sur E*~1 est de classe C*°. Soit
M € Li(E,F), on a vu dans la question précédente que M est différentiable et que DM est
définie par (iii).

Soient o, ...,y € E, on note comme précédemment ¥ (ya,...,yx) = M(-,y2,...,yx)opi. On
a vu que Y1(y2,...,yx) € L(E* F). Par ailleurs, ¢ : E¥~1 — L(E* F) est (k — 1)-linéaire.
Pour tout h € EF et y € EF1,

V1@ (W)lF = 1M (h1,y2, - ue)lle < Ml Elly2lle - - llyelle
< M Allolly2llz - - vkl 2

Donc [[11(y2, - ye)llcer py < M [ly2llE - - - vkl e et done ¢y est continue sur EF=1 Fina-
lement, on a ¢y € Ly_1(E,L(E*, F)). Donc v est C* par hypothése de récurrence.

La projection 71 : (1,...,2%) + (22,...,2}) est lindaire continue de E¥ dans EF~! en
particulier C*°. Donc 9y o7y : (x1,...,2%) + M(-,z2,...,x;)0op; est C* de E¥ vers L(EF, F),
voir exercice 21. D’aprés (iii), pour tout = = (z1,...,x;) € EF,

Dy M = M(-,z2,...,x5) op1 + M(z1,-,23,...,x5)0opa + -+ M(x1,...,Tk_1,") 0Dk
= P1(m(2)) + Ya(m2(2)) + - - - + Yr(mi(z)),
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ou Vg, ..., et m, ..., sont définies similairement & ¢ et m respectivement. Le méme
raisonnement que ci-dessus montre que pour tout i € [1, k], @; om; : EF — L(E*, F) est C™.
Donc DM = Zle w; om; est C*°. Donc M est C*°, ce qui conclut la récurrence et établit le
résultat.

Exercice 31 (Applications multilinéaires symétriques). Soient E et F' des Banachs, k € N* et
M € Li(E, F). On suppose que M est symétrique et on définit f : x — %M(w, ...,x) de E dans F.
1. Montrer que f est de classe C™.
L’application ¢ : 2 + (z,...,z) de E dans E¥ est C* car linéaire continue. Donc f = %M oL
est de classe C*°, en utilisant les résultats des exercices 21 et 30.
2. Montrer que pour tout p € [1,k], Vo € E, DEf : (h,...,hy) — WM(M, coshp,x, o x)
et pour tout p > k, DPf = 0.
On prouve par récurrence sur p € N* que : pour tout E,F' et k, pour tout M € Ly (E, F)
symétrique on a la formule voulue pour DPf.
Pour p = 1, soient E et F' des Banachs et M € Li(E, F) symétrique, la régle de la chaine
montre que, pour tout x € F|
D.f = %Dx(M oL) = %DL@)M 0 Dyt = DyzyM o1,
puisque ¢ est linéaire continue. On utilise alors la formule (iii) prouvée dans l’exercice 30 et la
symétrie de M. Pour tout x,h € E,

1
1
= E(M(h,x,...,x)—i—M(m,h,x,...,x)—|—---+M(:U,...,:U,h))
1
=— M
(k_ 1)! (h7x? 7:B)’

ce qui prouve le cas p = 1.
Soit p € N*, supposons le résultat vrai pour p. Soient E et F' des Banachs et M € Li(E, F)
symétrique. Par hypothése de récurrence, si p = k alors Df : x — M, et si p > k alors
Df :x — 0. Dans les deux cas, D f est constante de E dans L (FE, F) et donc Dﬁﬂf = 0 pour
tout z € F.
Supposons désormais que k > p. Par hypothése de récurrence, pour tout = € F,

1 M(

pr—
Det (k —p)!

. y Ty, X ).
~—
p arguments (k—p) termes
Notons N : EFP — L,(E, F) définie par N (Ypt1,---,Yk) = M (-, Yp+1,---,Yk). L'application
N est (k — p)-linéaire continue et symétrique. De plus,

Dpf::lcr—>(k_1p)!N(a:7...,x).

En appliquant le cas p = 1 a cette fonction, pour tout z, h1,...,hpy1 € E on a

DY f (b, ) = (Da(DP ) () (- )

1

= m(N(hpvxa---7$>)(h1,...,hp)
1

— mM(h17-..,hp7hp+l,x,...7.’]}‘),

Cela établit le résultat voulu pour p + 1 et conclut la récurrence.
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Exercice 32 (Suite de fonctions différentiables). Soient E et F' des Banachs et U C E un ouvert
convexe borné. Soit (f,), <y une suite de fonctions différentiables de U dans F'. On suppose que :

o il existe zg € U tel que (fp(20)),cn converge vers une limite a € F';

e il existe g : U — L(E, F) telle que Df, 4+> ¢ uniformément.
n—-+00

1. Montrer que pour tout p,q € N, pour tout x,y € U on a

1(Fp(2) = fp()) = (fo(@) = fa@I < 1D fg = Dplloclly — ]| (1)

On applique I'inégalité des accroissements finis en x et y a I'application f, — f, qui est diffée-
rentiable sur U. C’est bien possible puisque [z, y] C U par convexité. Notons que

1D fy = Dfpllo < 1D fg = glloo + 1D fp = glloo

et que le terme de droite est fini, au moins pour p et g assez grands.
2. Montrer que (f,)nen converge uniformément sur U, vers une fonction f: U — F.
Comme fy,(xo) — % il est équivalent de montrer que (f, — fu(20)), ey converge unifor-
n—-+0oo

mément sur U vers une fonction h. On a alors

ll-llo

fn:fn($0)+fn_fn($0)ma‘Fh:f-

Comme U est borné, il existe R > 0 tel que U C B(xo, R). En appliquant (1) avec y = xo,
pour tout & € U, [(f,(x) — fy(w0)) — (fo(@) — fylwo)ll < IDfy — DfyllscR. On en déduit
que [[(fp = fo(zo)) = (fq = fq(z0))ll o < [[Dfq — DfpllooR. Comme (D f,) converge uniforme-
ment elle est de Cauchy uniforme. L’inégalité précédente montre alors que (fn, — fn(Z0)),cn
est de Cauchy uniforme. Plus précisément, c’est une suite de Cauchy dans ’espace des fonc-
tions bornées de U dans F', qui est un Banach pour [|-||o. Donc (f, — fn(20)),cny converge
uniformément sur U.
3. Montrer que f est différentiable sur U et que Df = g.
Soit & € U, comme g(z) € L(E, F) il suffit de prouver que f(x+h) = f(z)+g(x)(h)+o(h).

h—0
Pour tout h assez petit et tout p € N,

1f(z+h) = f(x) = g(z) - bl <|(f(z + h) = f(2)) = (fp(z + h) = fp(2))]
+ 1 fp(@+h) = fp(2) = Dafp - bl + | Dafp - b — g(z) - Rl
<L2|lg = Dfpllocllpll + [1fp(x + h) = fo(z) = Dafp - b,

ot on a utilisé (1) avec y = x + h et ¢ — 400 pour contrdler le premier terme.

Soit € > 0, il existe p tel que ||Dfy — g|lcoc < €. Par différentiabilité en = de f,, pour h
suffissamment petit, || fp(z + h) — fp(x) — Dofp - k|| < €||h|. Donc pour tout h assez petit
If (x4 h) — f(z) — g(z) - h|| < 3e[[h]|. Done ||f(x + k) — f(z) — g(x) - hl| = o(h). Donc f est
différentiable en = et D, f = g(z).

Exercice 33 (Série de fonctions différentiables). Soient E et F' des Banachs et U C E un ouvert
convexe borné. Soit (g ),y une suite de fonctions différentiables de U dans F'. On suppose que :
e il existe zg € U tel que ), . gr(20) converge;

e la série de fonction ),y Dgy converge uniformément sur U.
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Montrer que ;. grx converge uniformément sur U, que la somme est une fonction différentiable

sur U, et que D(} ey k) = D ren Dk

Pour tout n € N, on note f, = > ;_, gx. Alors f,(z0) — > k=0 9k(To) et, pour tout n € N,
fn est différentiable sur U de différentielle Df, = >")'_; Dg. En particulier, (D f,),y converge
uniformément sur U vers ), . Dgy.

En appliquant le résultat de l'exercice 32 & (f,)nen, on obtient que (fy)nen converge uniformé-
ment sur U vers une fonction différentiable de différentielle ), -y Dgi. C’est exactement le résultat
souhaité.

Exercice 34 (Différentiabilité de 'exponentielle). Soit £ un Banach et exp : L — >, %f de
L(E) dans lui-méme.

1. Montrer que exp est bien définie.

Soit L € L(E), pour tout k& € N, ||[L¥|| < ||L|*. Ainsi, la série ZkeN% est normalement
convergente, donc convergente, dans le Banach £(E) muni de sa norme d’opérateur.

2. Montrer que exp est différentiable sur £L(E) et exprimer Dy, exp(H ) sous forme d’une série.
On va utiliser le résultat de l'exercice 33.
Pour tout k € N, on note gy : L — % de L(E) dans lui-méme. La série ), gr(0) converge
dans L(F) vers Id. Notons que go : L — Id est constante.
Soit k € N*, on note My, : (Ly,...,Ly) + Ly o---o Ly qui est k-linéaire de L(E)* vers
L(E). Cette application est continue car | My(L1,...,Lg)|| = ||[Lx o ---o L1|| < ||L1|| - . [| L&l
pour tout Ly,...,L; € L(E). Donc My, est différentiable, et sa différentielle est donnée par
I'expression (iii).
Notons ¢ : L+ (L, ..., L) de L(E) dans L(E)*, qui est linéaire continue. On a g, = 2 Moy,
donc gy est différentiable comme composée d’applications différentiables. Soit L € L(F), par
la régle de la chaine et la formule (iii), pour tout H € L(E),

1
(DuryMy o) (H) = HD(L,...,L)Mk(H, . H)

(Mg(H,L,...,L)+ My(L,H,L,...,L)+---+ My(L,...,L,H)).

-DLgk‘(H): |

o W e

Donc

1
| Drgr(H)|| < H(HMk(H,L,...,L)H + |My(L,H,L,...,L)|| 4+ -+ [|My(L,...,L,H)||)

L e
Gzl =
. . k71
Ainsi ||Drgi| < “(i[l)! :

k—1

Soit R > 0, pour tout L € B(0,R), on a ||Drgx| < %, donc [|Dgklls,B(0,r) < h.
Ainsi, la série k>0 Dgr converge normalement donc uniformément sur 'ouvert convexe borné
B(0, R). Par 'exercice 33, ),y gr converge uniformément vers f sur B(0, R). De plus exp
est différentiable sur B(0, R) et Dexp = ),y Dgi. Ceci est valable pour tout R > 0, donc
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exp est différentiable sur £(E). De plus, pour tout L, H € L(E),

Dypexp(H) =) Drgi(H)

keN
1
= > = (My(H,L,...,L) + My(L,H,L,...,L) + -+ My(L,..., L, H))
keN*
= Z %(HoLou-oL+LoHoLo-~~oL+---+Lo--~oLoH)
keN*

3. Soient L et H € L(FE) tels que Lo H = H o L, vérifier que Dy exp(H) = exp(L) o H.

Si L et H commutent la formule précédente devient

Dpexp(H) = Z (k_ll)!Lk_loH: (Z k') oH =exp(L)oH,

keN*

ou on utilise la continuité de K + K o H pour échanger la somme et la composition par H a
droite.

Exercice 35 (Principe variationnel et géodésiques). Soient (-, -) le produit scalaire usuel sur R" et
||I-]| la norme associée. On note |||/ la norme sup pour les fonctions continues de [0, 1] dans R™. On
rappelle que C*(]0, 1], R"™) est un Banach pour la norme définie par ||v||1 = ||7|leo + ||7/]lcc POUr tout
v :[0,1] = R™ de classe C!. Soit E = {v € C'([0,1],R") | v(0) = 0 = v(1)}.
1. Montrer que (E, ||-||1) est un espace de Banach.
L’application ev : v +— (7(0),7(1)) est linéaire continue de C1([0, 1], R") vers R?". Donc I'espace
E = ker(ev) est un sous-espace vectoriel fermé du Banach (C*([0,1],R™), ||-||1). Donc (E, ||-||1)
est complet.
2. Soient xr e R" et S : vy — folﬂx +9/(t)||?dt de E vers R, montrer que S est différentiable et

calculer sa différentielle.
Soit v et h € E, on a
srm = [ e+ 70+ Ho)Pa
= [l A OIF + 2 440, KO + IO ()
=8(y)+2 /Ol<x +9/(t), B (t)) dt + /Olyh’(t)n2 dt.
D’une part, f01|]h’(t)||2dt < |12, < ||h||? = o(h) lorsque h — 0. D’autre part, Vh € E,
[ < [+ molas e onmorna

< e+ loollP lloe < N1+ loolll1,

Donc la forme linéaire h — fol (x +~/(t), R (t)) dt est continue sur (E,||-||1). Donc, pour tout
v € E, Papplication § est différentiable en ~ et

1
D.S:hs 2/0 (x4 (), B (1)) dt.
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3. Soit f : [0,1] — R continue. On suppose que, pour tout g : [0,1] — R de classe C' tel que
g(0) =0=g(1), on a fol f(t)g'(t) dt. Montrer que f est constante.

Indication. Considérer g : y — fé’ f(t) —mdt, ou m = fol f(t)de.
Considérons g comme dans l'indication. On a bien g : [0,1] — R de classe C!, g(0) = 0 et

g(1) = fol f(t) —mdt = fol f(t)dt —m = 0. Notons que fol g (t)dt = g(1) — g(0) = 0. On a

donc

1

1 1 1
= ! = —m)g m ! = —m)*dt.
0= /0 F(0)g (1) dt = /0 (F(8) — m)g/ ()t + /0 J () dt /0 (F(t) —m)? dt

Donc f —m est la fonction nulle, et f est bien constante (& m qui est sa valeur moyenne, tout
va bien).

4. En déduire que S posséde un unique point critique vg dans E et le déterminer.
Soit v € E, supposons que 7 soit un point critique de S. Pour tout h € E on a

1
D,S(h) :/0 (x++'(t), 1 (t))dt = 0.

Notons h = (hi,...,hp), v = (71,--,Yn), € = (T1,...,2y). Soit i € [1,n]. Quitte & se
restreindre & des h € E tels que hj = 0 pour tout j # 7, on a que

/1(%‘ +7i(t)) hi(t) dt = 0
0

pour tout h; : [0,1] — R de classe C! tel que h;(0) = 0 = h;(1). Par la question précédente on
a x; +, constante. Donc 7, est constante. Comme v € E, on a 0 = 7;(1) —~;(0) = fol ~i(t) dt.
Donc finalement ~/ est la fonction nulle, et 7; aussi vu que ~;(0) = 0. C’est valable pour tout
i € [1,n], donc finalement v = 0. Cela prouve que 0 est I'unique point critique potentiel de S.

Par ailleurs, pour tout h € FE on a

1 n 1 n
DoS(h) _/0 (2, B () dt = in/() Wt dt =3 wi(ha(1) — hi(0) = 0.
=1 i=1

Donc 0 est effectivement point critique de . Donc § admet un unique point critique, en 79 = 0.

5. Vérifier que g est le minimum global de S.

On repart du calcul (iv). Pour tout h € E, comme ~q est critique, on a
1 1
S0+ 1) = S() + Doy + [ W OIF dt = S60) + [ 001t > S(a0)

Soit I" une courbe réguliére entre 0 et z, au sens o il existe un paramétrage « : [a,b] — R™ de classe
C! tel que afa) = 0, a(b) = 1, @ ne s’annule pas, et ' = a([a,b]). On note L(T') = ff”a’(t)” dt la
longueur de I'. Si 8 : [¢,d] — R™ est un autre paramétrage admissible, on rappelle qu’il existe un
C!-difféomorphisme ¢ : [¢,d] — [a,b] tel que 8 = a o . On rappelle également qu’un tel I' admet un
paramétrage par longueur d’arc, ¢’est-a-dire tel que ||| est constante a 1.

6. Montrer que L(I") ne dépend pas du choix du paramétrage o, et qu’'on peut toujours trouver
un paramétrage « : [0,1] — R™ tel que ||o/|| est constante.
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Soient « : [a,b] — R™ et 5 : [¢,d] — R™ deux paramétrages admissibles de I'. D’aprés le rappel,
il existe ¢ : [c,d] — [a, b] un C!-difféomorphisme tel que 3 = a o . Alors on a B’ = (a/ o )¢’
et donc

d d b
/ 18/ ()] dt = / o/ (e ()l (6)] dt = / o (s)]] s

par le changement de variable s = ¢(y). Donc L(T") ne dépend pas du choix d’un paramétrage.

L’énoncé rappelle qu’il existe une paramétrage par longueur d’arc de I'. Soit « : [a, b] — R™ un
tel paramétrage. Alors 5 :t — «a((1 —t)a + tb) de [0, 1] dans R™ est tel que 5(0) = a(a) =0,
B(1) = a(b) =z, B([0,1]) = a([a,b]) = T. Enfin pour tout ¢ € [0,1],

18" @ = [lo/ (1 = t)a + tb)||(b — a) = b — a.

Donc 3 : [0,1] — R™ est un paramétrage de I" a vitesse constante.

. On note u : t — tx de [0,1] dans R™. Soit « : [0,1] — R™ un paramétrage de I' tel que ||&/||
soit constante, montrer que L(I')? = S(a — u).

Notons v > 0 la constante telle que ||/||(t) = v pour tout ¢ € [0,1]. On a

1 1
L(F):/O Ho/(t)||dt:/0 vdt = v.

D’autre part, a — u est C! de [0,1] dans R™ et a(0) = 0 = u(0) et a(1) = = = u(1), donc
a —u € E. On calcule alors

1 1
Sta—u) = [ o +a®-v@Pa= [ OFa =0

Donc L(T)? = S(a — u).

. Conclure qu'il existe une unique courbe réguliére de 0 & x minimisant L et la déterminer.
Toute courbe réguliére I de 0 & x admet un paramétrage ar : [0, 1] — R™ a vitesse constante.
Comme L(I') ne dépend pas du paramétrage, on peut se restreindre a ne considérer que des
paramétrages de ce type.

Pour des paramétrages de ce type, on vient de prouver que L(I')? = S(ar —u). Minimiser L(T')
parmi les courbes réguliéres revient donc & minimiser S(«— u) parmi les « & vitesse constante.
Or, on a vu que § admet un unique minimum global sur F, en 0. Donc, pour tout a du type
précédent on a S(a—u) > S(0) = S(u—u). Comme u : [0,1] — R™ est C! de 0 vers z & vitesse
constante, ¢’est un paramétrage du type qui nous intéresse. Ainsi, pour tout courbe réguliére I'

L(T)* = S(ar —u) > 8(0) = L(u((0, 1]))*.
Finalement, il existe une unique courbe réguliére de 0 & x minimisant la longueur, et c’est
u([0,1]) = [0,z] C R", qui est de longueur ||z||.

Remarque. Tout ¢a pour ¢a, certes. Mais c’est le prototype d’une méthode permettant de dé-
terminer les courbes de longueur minimale dans des espaces métriques plus compliqués : les
variétés riemanniennes. Ce genre de techniques est aussi a la base de la formulation Lagran-
gienne de la mécanique classique, par exemple.
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