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Introduction

Le point de départ du calcul différentiel est de définir un analogue de la dérivée pour les fonctions
de plusieurs variables : la différentielle. La différentielle de f en x est 'application linéaire continue
D, f qui approxime le mieux f au voisinage de x. On cherche alors & comprendre f en la comparant
a l'application plus simple D, f. On obtient de la sorte des informations qualitatives (théoréme
d’inversion locale) ou quantitatives (inégalité des accroissements finis).

Le programme de 'agreg se limite au calcul différentiel pour les fonctions définies sur un ouvert
de R™. On va considérer plus généralement des fonctions entre ouverts d’espaces de Banach, ce qui
a quelques belles applications (régularité du flot, calcul des variations).

Les références pour ce cours sont principalement |3, chap. II] et |5, chap. IX a XIV], avec quelques
emprunts a [4]. Les livres [1, chap. 5] et [2| peuvent aussi étre des références utiles.
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1 Préliminaire : relations de comparaisons

Soient X un espace topologique, Y C X et a € Y. Soient f: Y — Fet g:Y — G, ou (F,|-|r)
et (G, ||-|l¢) sont deux espaces normeés.

Définition 1.1. On dit que f est négligeable devant g quand z tend vers a s'il existe V' € V(a) et

e: YNV — F tel que f =¢||g|lg sur Y NV et e(x) —— 0. Dans ce cas, on note f(x) ( ().
T—a

Remarque 1.2. e Si g ne s’annule pas, cette définition revient & demander que [RAC: )”F — 0.

Hg(iI?)HG Tr—a
e La relation de comparaison f(z) = o(g(z)) est conservée si on remplace [|-||p et ||-||¢ par
Tr—a
des normes équivalentes. En dimension finie elle ne dépend donc pas des normes utilisées.

e La notation o fait des choses horribles & 1’égalité qui n’est plus ni transitive ni symétrique.

Dans R, onax = o(l) et 22 = o(1). Mais on serait géné d’écrire o(1) = zouz = z%
z—0 z—0 z—0 z—0
Lemme 1.3. On a f(a:) = o(g(z)) si et seulement si pour tout € > 0, il existe V € V(a), tel que
Ve e Y NV, |f(@)lr < <lg@)le.
Démonstration. En exercice. O

Définition 1.4. On dit que f est dominée par g sur Y (resp. au voisinage de a) s’il existe C' > 0
(resp. C > 0et V € V(a)) tel que || f(z)||r < C|lg(x)||¢ pour tout x € Y (resp. pour tout x € YNV).

Dans ce cas, on note f(z) = O(g(x)) (resp. f(z) =, O(g(x))).

Définition 1.5. Dans le cas F' = G, on dit que f et g sont équivalentes quand z tend vers a, et on
note f(x) ~ g(z),si f(x) —g(z) = o(g(x)) (ou de fagon équivalente si f(x) —g(z) = o(f(x))).
Tr—a r—a r—a

2 Applications différentiables

Dans la suite, tous les espaces vectoriels considérés sont des Banach réels. On note E et F' deux
tels espaces, U un ouvert de F, et L(E, F') 'espace des applications linéaires continues de E dans F'.

2.1 Différentiabilité

Définition 2.1 (Différentiabilité). Soit f: U — F et x € U, on dit que f est différentiable en x s’il
existe L € L(E, F) telle que f(x + h) o f(x)+ L(h) + o(h).
ﬁ

Remarque 2.2. La différentiabilité de f en x dépend des normes a équivalence prés via le o(h). En
dimension finie cette notion est uniquement définie.
Lemme 2.3. Si f est différentiable en x alors elle est continue en x.

Démonstration. On a f(z+h) o f(z)+ L(h)+o(h) — f(z), car L est linéaire et continue. [
— —

Lemme 2.4 (Unicité de la différentielle). Si f est différentiable en x, Uapplication L est unique.

Démonstration. Soient L, L' € L(E, F) satisfaisant toutes les deux la déf. 2.1, quand A — 0 on a :
L'(h) — L(h) = (f(x+h) — f(x)+o(h)) — (f(x + h) — f(z) +o(h)) = o(h). Soit € > 0, il existe
d>0tel que Vh€ E, ||h]| <d = ||L'(h) — L(h)|| < ]|h||. Soient y € E'\ {0} et h = ﬁy, on a:

I - ol =z - 2] < Wepag = efo.

C’est valable pour tout y # 0, donc ||L' — L|| < € pour tout € > 0. Donc |[L' = L|| =0et L=L". O



Définition 2.5 (Différentielle). e Si f est différentiable en z, I’application L de la déf. 2.1 est
appelée la différentielle de f en x. On la note D, f € L(E, F).

e On dit que f est différentiable sur U si elle est différentiable en tout point de U. Dans ce cas,
Papplication Df : x — D, f de U dans L(FE, F) est appelée la différentielle de f.

e SiDf:U — L(E, F) est continue, on dit que f est de classe C! sur U et on note f € CY(U, F).

Ezemple 2.6. 1. Soit L € L(E, F). Pour tout z,h € E, on a L(x + h) = L(z) + L(h), donc L

est différentiable en x et D,L = L. Donc L € C}(E, F) car DL : E + L(E, F) est constante.

Par exemple, si £ = R", FF =R et L : (x1,...,2,) — x;. L’application L est parfois notée
abusivement z; et sa différentielle dx;. Alors pour tout x € R™, dyx; : (h1,...,hy) — h;.

2. Soit B : Ey X Ey — F bilinéaire et continue, il existe C' > 0 tel que V(z1,22) € E1 X Eo,
|B(x1,z2)||Fr < C|lz1|| g, |x2]| E,- Pour tout = = (z1,22) et h = (h1,ha) € E1 x E3 on a

B(.T—{—h) = B($1—|—h1, l’g—{—hg) = B(CL‘l, 1‘2) + B(hl, 552) + B(ml, h2) + B(hl, hg)
=B(x) linéaire continue en h ZO(HhIHEI Hh2HE2)=O(||h||oo)

Donc B est différentiable en x et D, B : h + B(hy,x2) + B(x1, hs). D'ott B € C*(Ey x Es, F).
Par exemple, si By = By = F' =R, et B: (7,y) — xy alors D(, ) B : (u,v) — uy + vx.

3. Soient E un Banach et Inv : L +— L~! définit sur Pouvert GL(E) C L(E). Pour tout H € L(E)
tel que [|H| < 5, ona || o0(—H)F| < 3ol H|F < 2. D’aprés le lemme de Neumann,

-1 __ _ 2 _ k — _ 2 _ _
(Id+H) ' =1d—H + H>Y (-H) o J—H +O(H?) = 1d—H + o(H).

—
k=0

Soit L € GL(E), les applications H + L™'H et H — L~'HL™! sont linéaires continues de
L(E) dans £(F). En particulier, L~*H = O(H) et L"*HL™' = O(H). Lorsque H — 0, on a :

Inv(L+H)=(L+H)"'=0d+L"'H)'L™' = (Id-L'H + o(L'H))L!

= L' — r7'HLY ol 'HLTY.
~— —_—— ,
=Inv(L) linéaire continue en H =o(H)

Donc Inv est différentiable et, pour tout L € GL(E), DyInv : H — —L 'HL™!.

Lemme 2.7 (Différentielle et dérivée). Si E =R alors f : U — F est différentiable en x € U si et
seulement si elle est dérivable en x. Si c’est le cas, on a Dy f : hw— f'(z)h et f'(x) = D, f(1).

Démonstration. En exercice, voir [5, sect. X.2]. O

2.2 Opérations sur les applications différentiables

Dans cette section on s’intéresse aux opérations préservant la classe des fonctions différentiables.
Cela permet de prouver la différentiabilité de fontions construites & partir de fonctions élémentaires.
Un résultat important est la régle de la chaine (prop. 2.10).

Lemme 2.8 (Linéarité). L’ensemble Diff,(U, F) (resp. Diff(U, F), resp. CY(U, F)) des fonctions
différentiables en x € U (resp. sur U, resp. C!) est un espace vectoriel et D, : Diff,(U, F) — L(E, F)
(resp. D : Diff(U, F) — L(E,F)V, resp. D : CY(U, F) — C°(U, L(E, F))) est linéaire.

Démonstration. En exercice, voir |5, sect. X.3]|. O



Lemme 2.9. Supposons F' = F x- - -x F, muni de la norme ||-||oo définie par :Vy = (y1,...,yp) € F,
1Ylloo = maxi<i<pllyil| - Soit f = (fi,...,fp) deU dans F, on a f € Diff;(U, F) si et seulement si
Vi e [1,p], fi € Diff (U, F;). De plus, st c’est le cas, Dy f : h — (Dyfi(h),..., Dy fp(h)).

Démonstration. En exercice. O]

Proposition 2.10 (Reégle de la chaine). Soient E,F et G des Banachs et U C E etV C F
des ouverts. Si f : U — V est différentiable en x et g : V. — G est différentiable en f(x) alors
gof:U — G est différentiable en x et Dy(go f) = Dyygo Daf.

Démonstration. Remarquons déja que Dy(,yg 0 Dy f est bien linéaire et continue. Soit 8 > 0 tel que
B(f(z),8) C V. Par continuité de f en z, il existe o > 0 tel que B(z,o) C U N f~H(B(f(z),B)).
Comme f est différentiable en z, il existe € : B(0, ) — F telle que (u) - 0 et
u—

Vue B(0,a),  f(w+u) = f(z) + Duf(u) + Julle(u).

=v(u)€B(0,8)

De méme, par différentiabilité de g en f(x), il existe n : B(0, 5) — G telle que n(v) —— 0 et

v—0

Voe B(0,8),  g(f(z)+v) =g(f(2)) + Dsa)g(v) + [lv[n(v).

Pour tout u € B(0, ), on a v(u) € B(0, 3). Donc

9(f(x +u)) = g(f(x) + v(w) = g(f(2)) + Dy(2)9(v(w)) + [[o(u)[[n(v(w))
(f(@)) + Dy(2)9(Da f(w)) + [ull Dy(ayg(e(w) + llv(w)|n(v(u)).

Comme Dy (,g est linéaire continue, D f,yg(e(u)) — 0 et [[ul|Dsyg(e(u)) o o(u). D’autre part,

g
9

lo(@)| < 1Dz f W)l + llulllle@)l < ull (DIl +lle(w)ll) = Ou) —=0.

u—0

Donc n(v(u)) — 0 et |lo(w)|n(v(u)) o o(u). Finalement,

(9o f)(z+u) go f)(@) + (Dy@)g o Daf)(u) + o(u). -

ujO (
Corollaire 2.11. Si f: U =V et g:V — G sont C* alors go f est C'.
Démonstration. La prop. 2.10 montrer que g o f € Diff(U,G) et D(go f) : © + D9 o Daf.

Les fléches noires sont continues,

pi L(E,F) ) o
par des résultats antérieurs ou
par hypothése.
U (Ds:Ds()9) L(E,F) x L(F,G) o L(E,F) En composant des applications
D\—j continues, les fléches bleues sont
fl f(‘)ysogof D(gof) continues, donc la fleche rouge
4 » L(F, Q) aussi. O]
Dg ’

Corollaire 2.12. Soient I C R et U C E ouverts. Soient v : I — U dérivable ent € [ et f : U — F
différentiable en y(t), alors f o~y est dérivable ent et (f o) (t) = Dy f(7/(1))-



2.3 Dérivées directionnelles et dérivées partielles

Définition 2.13 (Dérivée directionnelle). Soient f: U — F,x € U et v € E.
e On note fy, :t+— f(x +tv) qui est bien définie d’'un voisinage de 0 dans R vers F.
e Si fz, est dérivable en 0, la dérivée de f en = dans la direction v est O, f(z) = (fz)(0).

e Si E = R" et (e1,...,6,) est sa base canonique, la i-éme dérivée partielle de f en z est
0if(x) = O, f(x), si elle existe.

Lemme 2.14. Si f : U — F est différentiable en x € U alors, pour tout v € E, 0, f(x) = Dy f(v).
Si de plus E =R", la fonction f admet des dérivées partielles en x et Dyf : h— Y1 | hi0; f(v).

Démonstration. Supposons f différentiable en x. Soient v € E et v : t — x 4+ tv, de sorte que
fzw = fory. Comme v est dérivable, le cor. 2.12 montre que f; , est dérivable en 0 et

Opf () = (fa.0)'(0) = (f ©7)'(0) = Do f(7/(0)) = Do f(v).

Si E = R" cela prouve lexistence des dérivées partielles de f en z. Soit h = > | hje; € R", par
linéarité, Dxf(h) = Z?:l hZDxf(e,) = Z?:l hlc?zf(x) ]

Définition 2.15 (Jacobienne). Soit f = (fi,..., fm) de U C R™ dans R™. Siles (f;)1<i<m admettent
des dérivées partielles en x € U, la matrice jacobienne de f en x est (ajfi(x))KKm L1<j<n’ Si f est
différentiable en z, c’est la matrice de D, f dans les bases canoniques de R™ et R™.

Remarque 2.16. Dans les cas concrets, le calcul de la différentielle revient souvent au calcul de la
jacobienne. La différentielle d’une composée se calcule par produit matriciel via la régle de la chaine.

L’existence de dérivées dans toutes les directions ne suffit pas a prouver la différentiabilité.
Cependant, cela fournit 'unique candidat pour étre la différentielle éventuelle.
Evemple 2.17. Soit f : R? — R définie par f(z1,22) = 0 si xo # 0 et f(x1,22) = o1 sinon.

Soit v = (v1,v2) € R?, si vg # 0 alors fo, : t = 0 est dérivable et 9, f(0) = (fo,,)'(0) =0 = f(v).
Si v = 0 alors fo, : t — f(tvr,0) = tv; est dérivable et 9, f(0) = (fo,) (0) = v1 = f(v).

Si f était différentiable en 0, pour tout v € R? on aurait Do f(v) = 9, f(0) = f(v), donc Dof = f.

C’est absurde car f n’est pas linéaire.

3 Accroissements finis

Le résultat principal de ce cours est l'inégalité des accroissements finis. De nombreux résultats
fondamentaux en découlent, comme on le verra dans la suite. Dans toute cette section E et F' sont
des Banachs et U C E est ouvert. On note aussi souvent a et b deux réels avec a < b.

3.1 Inégalité des accroissements finis

On commence avec une version forte qui sera utile pour prouver la formule de Taylor-Lagrange.

Théoréme 3.1 (Inégalité des accroissements finis). Soient f : [a,b] — F et g : [a,b] — R continues,
dérivables sur |a,b| et telles que YV €]a, b, ||f'(x)|| < ¢'(z). Alors ||f(b) — f(a)|| < g(b) — g(a).

Démonstration. Soit e > 0, on note ¢, : = — ||f(x)—f(a)||—(g9(x)—g(a))—e(x—a) qui est continue de
[a,b] dans R. Soit I. = ¢ '(] — 00,e]) = {z € [a,b] | | f(z) — f(a)|| < (9(z) — g(a)) + e(z — a) + £},

on va montrer que b € I..



On a a € I. C [a,b], donc I, admet une borne supérieure x € [a,b]. Comme | — 00, €] est fermé
et ¢. est continue, I est fermé dans [a,b] et donc x € I.. On va prouver que x = b.

Comme ¢.(a) = 0 et ¢, est continue, pour § > 0 assez petit p-(a+J) <e. Donca < a+3J < z.
Par I’absurde on suppose que x < b, de sorte que = €]a, b[. Pour h > 0 assez petit on a alors

[fe+h) = f@)l  gz+h)—glx) _ Hf(fﬂJrh) — f=z) ‘_ gz +h) —g(z)
h h h h

— @) - (@) <0.

Il existe donc § > 0 tel que pour tout h € [0, d], Hf(Hh});f(m)” _ 9@+ =9@) . Donc

h
ve(x+h)=|fx+h)— fla)|] —(g(x+h) —gla)) —e(z+h—a)
< |[f(z) = fla)|] = (g9(z) — g(a)) —e(z —a) + || f(z + h) — [(2)| —(9(z + h) — g(x)) —ch.

—(
=pe(z)<e <o

Donc [z, x + §] C I, ce qui contredit la définition de z. Donc = b, et b € I.
Pour tout € > 0, on a montré que ||f(b) — f(a)|| < (g(b) —g(a)) +e(b—a)+e. En faisant € — 0,
on obtient donc || f(b) — f(a)|] < g(b) — g(a). O

Corollaire 3.2 (Inégalité des accroissements finis classique). Soit f : [a,b] — F' continue, dérivable
sur Ja, b| et telle que YV €la, b, || f'(z)|| < M. Alors ||f(b) — f(a)|| < M(b— a).

Démonstration. On applique le thm. 3.1 avec g : x — Mz. O

Corollaire 3.3. Soient U C E un owvert et f : U — F différentiable. Soient x et y € U tels que
(2,51 C U et | D.f| < M pour tout = € [z,y]. Alors ||f(y) — f(@)]| < My — .

Démonstration. On note v : t — x + t(y — ) de [0,1] dans U. La fonction f o~y :[0,1] — F est
continue, dérivable sur |0, 1] et, pour tout ¢ €]0,1] on a y(t) € [z, y], donc

1(F 00 O = 1Dy f ' DI < 1Dy FINY O < My — =]|.
Dapres le cor. 3.2 on a donc [|f(y) — f(z)[| = [ F(v(1)) = F(v(O)I < Mly — «]. =

Si on interpréte f comme une position en fonction du temps et f’ comme la vitesse associée, le
cor. 3.3 correspond & l'intuition physique suivante : si on marche pendant 1h & moins de 5 km/h, on
parcourt moins de 5km.

Corollaire 3.4. Soient U C E un ouvert connezxe et f : U — F différentiable telle que Df = 0,
alors f est constante.

Démonstration. Soit © € U, il existe R > 0 tel que B(xz, R) C U. Le cor. 3.3 appliqué a l'ouvert
convexe B(z, R), montre que f est constante sur B(z, R). Ainsi, f est localement constante sur le
connexe (2, donc constante (exercice de topologie). O

3.2 Théoréme fondamental de ’analyse

Dans cette section, on veut intégrer des fonctions continues sur un segment [a, b] & valeurs dans
un Banach F. Si F' est de dimension finie, on peut utiliser au choix l'intégrale de Lebesgue ou
celle de Riemann en intégrant composante par composante. Si F' est de dimension infinie, on sait
définir l'intégrale de Riemann, mais pas celle de Lebesgue. La construction utilise évidemment la
complétude de F'. Elle est détaillée dans |1, chap. 3|, voir aussi [5, sect. IX.7].



Lemme 3.5. Soient ¢ € C%([a,b], F) et ® : x — [ (t)dt. La fonction ® est C* sur [a,b] et &' = ¢.

Démonstration. En exercice, voir [5, sect. IX.7]. O
Théoréme 3.6 (Fondamental de I'analyse). Si f : [a,b] — F est C! alors f(b) f 1)

Démonstration. D’aprés le lem. 3.5 la fonction g : z — f(z) — [ f/(t) dt est C1 sur [a,b] de
dérivée nulle. Par I'inégalité des accroissement finis, g est Constante Donc g(b) = g(a) = 0. O

Remarque 3.7. On déduit le théoréme fondamental de 'analyse de I'inégalité des accroissements
finis, pas I'inverse! D’ailleurs les hypothéses du thm. 3.6 sont plus restrictives que celles du cor. 3.2.

Corollaire 3.8 (Intégration par parties). Soient f : [a,b] — R et g : [a,b] — R de classe C', alors

b b
| g @ =g~ [ rogta

Démonstration. En exercice. O

3.3 Le retour des dérivées partielles

L’inégalité des accroissements finis permet de prouver un critére de différentiabilité trés utile en
pratique, qui porte sur les dérivées partielles.

Proposition 3.9. Soient U C R™ un ouvert, x € U et f : U — F. Si pour tout i € [1,n] la fonction
0; f est bien définie sur U et continue en x, alors f est différentiable en x.

Démonstration. Notons L : h +— Y " | h;0;f(x) qui est linéaire. Si f est différentiable en z, alors
D, f = L. On connait donc I'unique candidat pour étre D, f. On va vérifier qu’il convient.

On note Bp, la boule fermée de centre 0 et rayon R dans (R™, ||-||s). Pour tout R > 0 assez petit,
x4+ Br C U. Soit € > 0 par continuité des (0;f)i1<i<n en z, il existe 6 > 0 tel que : Vi € [1,n],
Vu € Bg, ||0;f(x +u) — 0;f(x)| < . En particulier, x + Bs C U. Soit h € Bs, on a :

|f(x+h)— f(x) — L(h)| = Hf(xl +hi, ...,z +hy) = flor,...,2pn) — Zhi&)if(:z)

<|[f (@1 + hi,@o + hay oo @ + he) — f(m1, @2 + hay oo @ + he) — hiO1f (7))
+ Hf(a:l,xg+h2,x3+h3,...,xn+hn) — f(x1,29,23 + ha,...,xn + hy) —hzagf(:r)H
+"'+‘f(xlu-‘wxn—hajn"i_hn)_f($17‘--7xn—17xn)_}Lrl,an,f(‘r) )

otll tous les points intermédiaires sont dans « + Bs C U.

Soit i € [1,n], on note g; : t — f(x1,...,xi—1,2; + t,Tix1 + hit1, ...,y + hy) — t0;if(x). Le
i-éme terme de la somme ci-dessus est alors ||g;(h;) — ¢;(0)||. Par hypothése, g; est dérivable sur un
voisinage de [—9,d]. De plus, ¢, : t — 0;f(x1,...,zi—1,%; + y1+1, eeyYn) — 0 f() est borné par &
sur [—d,0], par définition de 4. Comme |h;| < 5 on a |lgi(h;) — ¢i(0)]| < elh;| par 'inégalité des
accroissements finis. Donc || f(z + h) — f(z) — L(h)|| < e>i | hi| < nel|h||oo-

Ainsi, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que : Vh € By, || f(x +h) — f(z) — L(h)|| < &||h]/oo-
Donc f(x + h) — f(x) — L(h) o o(h) et f est différentiable en . O

Corollaire 3.10. On a f € CY(U, F) si et seulement si, pour tout i € [1,n], la dérivée partielle 0; f
est bien définie et continue sur U.

Démonstration. En exercice. O



3.4 Egalité des accroissements finis

On conclut cette section avec I'égalité des accroissements finis, qui concerne uniquement les
fonctions réelles d’une variable réelle. Elle a quelques conséquences élémentaires mais fondamentales.

Lemme 3.11 (Condition nécessaire d’extremum). Soient f :Ja,b[— R et x €]a,b[. Si f est dérivable
en x et y atteint un extremum local, alors f'(x) = 0.

Démonstration. Supposons que f atteint un maximum en z, le cas d’'un minimum étant symétrique.
Il existe € > 0 tel que, | — e, + €[Cla,b] et Vh €] —¢,¢[, f(x + h) < f(x). Pour tout h €]0,¢],
M < 0,d’on f'(z) < 0. De méme, pour tout h €]—¢, 0], w >0,dou f'(z) >0. O

Théoréme 3.12 (Rolle). Soit f : [a,b] — R continue, dérivable sur ]a,b[ et telle que f(b) = f(a).
Il existe ¢ €]a, b| tel que f'(c) = 0.

Démonstration. Comme f est continue sur [a, b] compact, elle y atteint un maximum et un minimum.
Si les deux sont atteints aux bornes, comme f(b) = f(a), la fonction f est constante et f' = 0. Sinon
[ atteint un extremum en un point ¢ €]a, b[. Par le lem. 3.11, on a f’(¢) = 0. O

Corollaire 3.13 (Egalité des accroissements finis). Soit f : [a,b] — R continue et dérivable sur
la,b[. 1l existe ¢ €]a,b] tel que f'(c) = w

Démonstration. La fonction g : x — f(x)— W(:U —a) est continue sur [a, b], dérivable sur |a, b[
et g(b) = f(a) = g(a). Par le thm. 3.12, il existe ¢ €]a, b] tel que ¢'(c) = f'(c) — w =0. O

Corollaire 3.14 (Monotonie et dérivée). Si f' > 0 (resp. f' > 0, resp. f' <0, resp. f' < 0) sur]a,b],
[ est strictement croissante (resp. croissante, resp. strictement décroissante, resp. décroissante).

Démonstration. Supposons f' > 0 sur Ja,b[. Soient x et y tels que a < x < y < b, il existe z €], y|
tel que f(y) — f(z) = f'(2)(y —x) > 0. Donc f croit strictement. Les autres cas sont similaires. [

Remarque 3.15. Si on ne sait pas que les segments sont compacts, pas de tableaux de variations.

4 Différentielles d’ordres supérieurs

Dans cette section, on s’intéresse aux différentielles d’ordres supérieurs d’une fonction, et aux
formules de Taylor qu’elles permettent de formuler.
4.1 Applications multilinéaires continues

Soient (E,||-||g) et (F,||-||r) des espaces normés et k& € N*. On munit E* de la norme |- o,
définie par Yz = (z1,...,2) € E¥, ||7| 0 = maxicici||zil| £

Lemme 4.1 (Continuité). Une application k-linéaire M : E¥ — F est continue si et seulement si il
existe C' = 0 tel que, pour tout x = (x1,...,x3) € E*, |M(2)||r < Cllz1E ... |78 E-

Démonstration. En exercice, voir [5, chap. VII.6] dans le cas k = 2. ]

Définition 4.2. On note L (E, F') 'espace des applications k-linéaires continues de E* dans F. On
définit sur cet espace la norme subordonnée a ||-||g et ||-||F par : pour tout M € Li(E, F),

[ M(z)||r
lz1lle - - llzkll &

| M| = sup{ Vi e [1,k],z; # 0} = sup{HM(a:)HF ‘ Vi € [1,k], ||zillg = 1}.
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Soient M € Lyy1(E,F) et x € E, alors M(-,...,-,z) est k-linéaire de E¥ dans F et continue.
Notons ®(M) : « — M(-,...,-,x) qui est linéaire de E dans Li(E,F). Pour tout x € E, on a
|(M) ()| = |M(,...,,2)|| < [[M]|]|z||. Donc ®(M) est continue et || P(M)| < ||M]||. On définit
ainsi @ : Ly 41(E, F) — L(E, L, (E, F)) qui est linéaire continue.

Soit u € L(E,Lk(E,F)), alors 'application ¥(u) : (z1,...,2k4+1) = w(xg+1)(z1,...,2%) est
(k + 1)-linéaire de E**! dans F. Pour tout z1,..., 2541 € E,

() (@1, app)ll = ll(@e) @zl < llplee) [zl gl < flallllzal - llesadl,

donc U(u) est continue et || U(u)|| < ||g||. On définit ainsi ¥ : L(E, Li(E, F)) = Lx4+1(E, F) qui est
linéaire continue.

Lemme 4.3. Les applications @ et U définies ci-dessus sont des isomorphismes isométriques.

Démonstration. On vérifie directement que ® o W =1d et ¥ o & = Id. Pour tout M € Ly1(E, F),
par ce qui précéde |M|| = [|[U(P(M))|| < ||P(M)]| < ||M]|. Donc || ®(M)|| = ||M||. Donc @ est une
isométrie. De méme, on montre que ¥ est une isométrie. ]

On obtient ainsi un isomorphisme isométrique Lyi1(E, F) ~ L(E,Ly(E, F)), dont on déduit
par récurrence un isomorphisme isométrique naturel Ly (E, F) ~ L(E,L(E,...L(E,F)...)). En
particulier, si E et F' sont des Banachs alors L;(F, F) aussi, pour tout k € N*. Le méme genre
d’argument montre que, si £ est de dimension finie, toute application k-linéaire sur E est continue.

4.2 Différentielle k-iéme

Soient F et F' deux Banachs, U C E un ouvert et f : U — F. Par convention on note D f = f,
D'f = Df, et Lo(E,F) =F.

Définition 4.4 (Différentielle k-iéme). e Soit k € N*, on dit que f est k-différentiable en x € U
si D*~1f est définie au voisinage de x et est différentiable en x. La différentielle k-ieme de f
en x est alors DY f : (vq,...,v5) — (D (D(k_l)f) (vk)) (v1, .+ . Vk—1).

e On dit que f est k-différentiable sur U si f est k-différentiable en tout point z € U, sa
différentielle k-iéme est alors D¥f : 2 — D f de U dans Li,(E, F).

e On dit que f est C* et on note f € C*(U, F) si D*f est bien définie et continue sur U.
e On dit que f est C* et on note f € C®(U, F) si f est C* pour tout k € N,
Remarque 4.5. e Ona Df :U w— L(E,F). Doncsiz € U, on a D (Df) € L(E,L(E,F)). La

différentielle seconde D, f € Lo(E, F) est Papplication bilinéaire correspondante via I’isomor-
phisme du lem. 4.3. De méme, D,(D*~1f) € L(E, Ly_1(E, F)) correspond & DX f € L(E, F).

e L’ensemble des fonctions k-différentiables en z est un espace vectoriel sur lequel D¥ est linéaire.
o Si F'=Fy x --- x I, la k-différentiabilité se vérifie composante par composante.

Lemme 4.6. Soient E, F et G des Banachs et U C E etV C F des ouverts. St f : U — V et
g:V — G sont de classe C* alors g o f aussi.

Démonstration. En exercice. ]

Exemple 4.7. 1. Les fonctions linéaires ou multilinéaires continues sont C*°.
2. Les fonctions polynomiales sont C*°, par exemple det : M, (R) — R.

3. Si E est un Banach, alors Inv : L+ L™! est C* sur GL(E). C’est un exercice pas facile.



4.3 Dérivées directionnelles et partielles itérées

Lemme 4.8. Soient k € N*, f: U = F et x € U. Si f est k-différentiable en x, alors pour tout
V1, ..., € E on a DEf(v1, ... 08) = Oy (- -+ Ouy (O, f) - ) ().

Démonstration. On travaille par récurrence sur k € N*. Pour k = 1, c’est le résultat du lem. 2.14.

Soit k € N*, supposons que f est (k + 1)-différentiable en z. Soient vy, ...,vp41 € E, on définit
evy : M — M(vy,...,v) qui est linéaire continue de Li(E, F') dans F', en particulier ev, est C*.
Donc ev, oDFf = D¥f(vy,...,v}) est bien définie au voisinage de x et différentiable en x. On calcule,
par le lem. 2.14 et a la régle de la chaine :

vy (Dkf(vl, e ,Uk)> () = D, (evv ODkf> (Vk11) = (er ODx(Dkf)) (Vk41)

= v (DalD* ) (0h11)) = (DD (k1)) 1,y 00)

= D’;+lf(v17 <oy Uk, Uk+1)'
Par hypothése de récurrence, au voisinage de x on a D¥f(v1,...v) = Oy (- -+ Opy (Opy f) -+ +). On a
donc bien Dl:;+1f(vla s 7vk+1) = aUk-&-l (Dkf(vh cee ?Uk)) (‘T) = 87)k+1 ( e 81)2 (av1f) e )(JJ) O

Théoréme 4.9 (Schwarz). Si f : U — F est 2-différentiable en x € U, alors pour tout u,v € E, on
a D2f(u,v) = D2f(v,u).
Démonstration. On pose S : (u,v) — f(z+u+v) — f(xr+u)— f(z+v)+ f(x), qui est symétrique.
Le point essentiel est de prouver que S(u,v) — D2 f(u,v) = o(||(u,v)|/% ) lorsque (u,v) = 0. On en
déduit alors que D2 f(u,v) — D2 f(v,u) = o(||(u, v)||%). Donc si (u,v) #
D3 f(u,v) = D3f(v,u) _ Dif(tu, tv) = Dif(tv, tu)
(w, 0) 13 ||(tu?tv)”go t=>0

et donc D2 f(u,v) = D2 f(v,u).

Soit o > 0 tel que f soit différentiable sur B(x,2a) C U. Comme Df est différentiable en z, il
existe 1 : B(0,2a) — R telle que n(v) - 0 et ||Dytvf — Dyf — Dy(Df)(v)]| = ||v]n(v). Soient u

v—>

et v € B(0,a), on a:

1S (u, v) = DZf (u, )| < [|S(u,v) = Dy f(u) + Do f(w)|| + || Doy f(u) — Do f(u) — D f(u,0)]].

=A =B

0

D’une part,

B = [|Dzyof(u) = Do f(u) = (Da(Df) () ()| < ullll Dayof = Daf = Da(Df) ()]
< lullllvlin() < ll(w, v)lI3n(v) = o(ll(u, v)II3.)

D’autre part,

=f(z+utv) = fle+u) = fl&+v) + (@)= Dato f(u) + Do f (u) || = [la(u) — (0)]]
ot a:hw— flx4+v+h)— f(x+h)— Dyiyf(h) + Dyf(h) est différentiable sur B(0,«). On va
appliquer 'inégalité des accroissements finis & a. Pour tout h € B(0, a),
|Dre|l = Degvinf — Desnf — Davof + Dafll
<|IDztvsnf — Daf — Du(Df)(v + h)||
+ [=Dasnf + Daf + Doe(Df)(R)|| + | =Dasof + Do f + De(Df)(v)]]
<[lv + Alln(v + k) + ||vllnv + [[AlIn(h).
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Soit ¢ > 0 il existe § €]0,a] tel que si ||w|| < 2§ alors n(w) < e. Si ||(u,v)]lc < 6, alors
u,v € B(0,0) C B(0,«). Donc Vh € [0,u], on a ||Dpa| < e(||lv+ Rl + ||v]] + [|R]]) < 4e]|(u,v)||oo-
L’inégalité des accroissements finies (cor. 3.3) montre alors que

A= Jla(u) = a(0)]] < del| (u, v) lloolull < 4e(u, v)]1%

Done 4 = o (u,0)||2), done S(u,v) — D2f(u,v) = o{||(u, )|.). 0
Corollaire 4.10 (Symétrie des différentielles). Si f : U — F est k-différentiable en x alors DX f est
symétrique, au sens ot Yvy,..., v € E, Vo € &y, D’;f(va(l), s Vg (k) = DEf(uy, ... up).
Démonstration. Soient vy, ...,vp € E. Par le lem. 4.8, il s’agit de montrer que pour tout o € &y,

Ousi (- Ouy (g f) ) (@) = Doy (- 00D, ) -+ ) (@),

I1 suffit de le montrer pour une transposition du type (,7 + 1) puisqu’elles engendrent S;. On est
alors ramené au cas k = 2, qui est le thm. 4.9. O

Le cor. 4.10 dit que D” f est symétrique dés qu'elle est bien définie. Si f est k-différentiable, alors
cela montre que les dérivées directionnelles commutent. Lorsque E = R", on a en particulier que
les dérivées partielles d’ordre au plus k existent et commutent. Cela justifie les notations du type
0% =900 ...09" avec a = (aq,...,ap) € N" et |a] = a1 + -+ - + oy, < Kk, puisque Vordre dans lequel
on calcule les dérivées partielles n’est pas important.

Proposition 4.11. Soient U CR" et f: U — F. On a f € C¥(U, F) si et seulement si, pour tout
a € N" tel que |a| < k, la dérivée partielle 0“f est bien définie et continue sur U.

Démonstration. En exercice. O

Définition 4.12 (Hessienne). Soit U C R", si f : U — R est 2-différentiable en « € U, sa hessienne

est la matrice (6i8j f (w)) I<ij<n de la forme bilinéaire symétrique D2 f dans la base canonique de R™.

4.4 Les formules de Taylor

Soient E et F' deux espaces de Banach et soit f: U — F ou U C F est ouvert.

Définition 4.13. Si est f est k-différentiable en = € U, on note T;f f: E — F l'application

1

k
S DEf (R h).

k
TEF s 3 DR ) = £(2) + Daf )+ DA+ +
p=0""

On dit que Tf f est le terme principal dans le développement de Taylor de f en x a 'ordre k.
Si E =R" et f est p-différentiable en z, alors Vh = (hq,...,h,) € R"

1 1 1
. D — = e 4 | Qn [e5] Qn _ Ax [e}%
p!sz(h,...,h) = ) al!m%!al O ()RSt =Y — 0" f(x)he.
ar+-+an=p |a|=p
Donc TFf : h Z\a|<k éf)af(x)ha. En particulier, si F' =R alors T*f : R® — R est un polynome
en n variables, appelé polynéme de Taylor d’ordre k de f en .
Les formules de Taylor estiment I’écart entre f et T f sous différentes hypothéses de régularité.
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Théoréme 4.14 (Taylor-Young). Si f est k-différentiable en x, alors f(x+h) o TF f(h)+o(||h|F).

Démonstration. On fait une preuve par récurrence sur k € N*. Pour k = 1, c’est la définition de la
différentiabilité : f(x + h) o f(z)+ Dy f(h) +o(||h])-
%
Soit k > 2, supposons le résultat vrai & l'ordre kK — 1. Soit f : U — F une application k-
différentiable en z. On note ¢ : h +— f(x+h) — TF f(h), qui est k-différentiable en 0. En particulier,
¢ est différentiable au voisinage de 0, disons sur B(0, «). Pour tout h € B(0,«) et v € E, on a

k

Dth(U) = €E+hf h7 o 7h)7

71
en différentiant les applications multilinéaires h — DY f(h, ..., h). Pour tout p € [1, k], on a alors
DEf(v by sh) = Op(- - Op(Ouf) -+ -) (@) = On(- - - On(evy oD f) - -)(x),

ol ev, : L — L(v) est linéaire continue de L(E, F') dans F. On a dy(ev, 0D f) = ev, 00y(Df). En
effet, Vy € B(0,a), Ox(evyoDf)(y) = Dy(evyoDf)(h) = evy(Dy(Df)(h)) = evy(On(Df)(y)). Par
récurrence, Op (- - - Op(evyoDf)---) = evy 00 (- Op(Df)---), donc

DPf(v,h, ... ) = evy(On(- -~ On(DS) - )(@)) = evy (DE"H(DF)(h, ..., ).

Ainsi

Mw

Dip(v) = Denf (0 (DEADL B, 1) (0) = (Desnf = TE DA ().

p=1

Par hypothése de récurrence appliquée & Df, on a || Dy = HD;H_hf - Talf_l(Df)(h)H = o(||n|/F=1).
Soit € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout u € B(0,d) on a || Dyl < e||ul|*~t. Soit h € B(0,6),
on applique I'inégalité des accroissements finis (cor. 3.3) & ¢ entre 0 et h :

le)l = llo(h) = (O)l < [IR]l sup [ Dupll < ellAll sup [Jul ™" < e][All*.

u€(0,h] u€l0,h
Done (k) = f(z +h) — T4F(h) = o(|I1]1). s
Théoréme 4.15 (Taylor-Lagrange). Si f est (k + 1)-différentiable sur U et HDk‘HfH M pour
tout y € U. Soient x et h tels que [z,x + h] C U, alors ||f(x +h) — TFf(h)| < k+1)' | R+
Démonstration. Commengons par le cas F = R, z = 0 et h = 1. Dans ce cas, D} f(h,...,h) = f(p)(y)
pour tout p € Net y € U. On a alors
£
Hf vt h) = TE)| = || F) = 32 P 0)| = [20) ~ 20)],
p=0
oud:t— Z ) f®)(t). La fonction ® est dérivable et, pour tout t € [0, 1],
. 1 N 1-* (k1
Z f(p+ )(t Z f(p)( t) = o FEED (),
p=0 p=1
de sorte que ||’ ()] < ! [0,1]. Le majorant est la dérivéede g : t — — % ,

donc || (1) — @(0)]] < ( ) —g(0) = (k+1) M par l'inégalité des accroissements finis version forte,
voir thm. 3.1. Cela conclut la preuve du cas particulier.
Pour le cas général, on applique le cas précédent & ¢ : t — f(x + th). O
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Théoréme 4.16 (Taylor avec reste integral) Si f est C**1 sur U, soient x et h tels que [x,z+h] C U
alors f(x +h) = TFf(h) Jrfo e s Dk+shf( .,h)ds.

Démonstration. Commencons par le cas F =R, z =0 et h = 1. On va montrer par récurrence que,
pour tout j € [0, k],

I ¢ (1—sy

|
= 7 J!

Pour j = 0, c’est le théoréme fondamental de Panalyse, qui nous dit que f(1) = f(0) + fol f'(s)ds
Soit j € [1, k], supposons le résultat vrai pour j — 1. Par intégration par parties,

PO ) ds = L) P9 ) ) 4
| S 1w as = 5190+ [ SR as,

ce qui prouve le résultat pour j, en conclut la récurrence. Pour 7 = k on obtient exactement la
formule souhaitée dans notre cas particulier.
Pour le cas général, on applique le cas précédent & ¢ : t — f(x + th). O

5 Inversion locale

Dans cette section, F et F' sont des Banachs, U C E et V' C F sont ouverts, et k € N* U {400}.

5.1 Homéomorphismes et difféomorphismes

Définition 5.1 (Difféomorphisme). Soit f : U — V bijective on dit que f est un difféomorphisme
(resp. un C*-difféomorphisme) si f et f~1 sont différentiables (resp. C¥).

Lemme 5.2. Soit f : U — V bijective. Si f est différentiable en x € U et f~1 est différentiable en
f(x) €V alors Dyf € Iso(E,F) et (Dyf)~! = Df(l,)(f_l).

Démonstration. On applique la régle de la chaine & f~' o f = Idy et fo f~! = Idy, ce qui prouve
que Df(m)(f_l) oD, f=1Idg et Dyfo Df(m)(f_l) =Idp. O

Corollaire 5.3 (Régularité de I'inverse). Si f est Ck et f~1 est différentiable, alors f~1 est C*.

Démonstration. D’aprés le lem. 5.2 on a D(f~1) : y — (qu(y)f)_l = InvoDf o f~1(y). On sait
que Inv : Iso(E, F') — Iso(F, E) est C*°, voir ex. 4.7.3 pour le cas £ = F, et on peut s’y ramener.
Comme Df est C*~' et f~! est continue, on prouve par récurrence que D(f~1) est C" pour tout

r € [0,k — 1]. Donc f est C. O

5.2 Le théoréme d’inversion locale

Proposition 5.4 (Différentiabilité de l'inverse). Soit f : U — V un homéomorphisme.

e Si f est différentiable en a € U et D,f € Iso(E, F) alors f~% est différentiable en f(a).

o Sif estCF surU etVo € U, Dyf €Iso(E,F) alors f~1 est C*.
Démonstration. Le cas CF se déduit directement du cas différentiable et du cor. 5.3. Prouvons donc
le cas différentiable. D’aprés le lem. 5.2, le seul candidat pour étre la différentielle en f(a) de f1

est (Dof)~!, qui est continue par le théoréme d’isomorphisme de Banach. On doit montrer qu'il
convient, c’est-a-dire que f~1(f(a) + h) v (Dof)7L(h) + o(h).
%
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Quitte & remplacer f par ’homéomorphisme z +— f(a-+x)— f(a), d’'inverse y — f~1(f(a)+y)—a,
on peut supposer que a = 0 et f(a) = 0. Quitte a remplacer ce nouveau f par (Dof)*1 o f, on peut
supposer que F' = E et Dgf = Id. On se raméne ainsi & montrer que si f est un homéomorphisme
différentiable en 0 tel que f(0) = 0 et Dof = Id alors f~1(y) oY +o(y), i.e. f7H(y) oV

Par différentiabilité de f en 0, on a L (ﬁzﬁx — 0. Par continuité de f~' en 0, on a aussi
Tr—r

—1 _ -1 N _ _ . —
J7H ()~ 0 et done Hged 00— 0. Doy — 7 (y) = o(f 7' () i [7H0) ~

Y.

Théoréme 5.5 (Inversion locale). Soient f : U — F de classe C* et a € U tel que Dy f € Iso(E, F).
Il existe W C U wvoisinage ouvert de a et V. C F woisinage ouvert de f(a) tels que fiyy : W — V soit
un CF-difféomorphisme.

Remarque 5.6. Par le théoréme d’isomorphisme de Banach, il suffit de vérifier que D, f est inversible.
Lorsque £ = F = R", cela revient souvent a calculer le déterminant de la matrice jacobienne.

Démonstration. Comme dans la preuve de la prop 5.4, on peut se ramener au cas ou F = F avec
a=0= f(a) et Dyf =1d. Comme Df est continue et GL(E) est ouvert, on peut de plus supposer
que D, f € GL(E) pour tout z € U.

Il suffit de prouver qu'’il existe W C U et V' voisinages ouverts de 0 tels que fiy : W — V soit
un homéomorphisme. Si c’est la cas, f~! est C* sur V par la prop. 5.4. Le point essentiel est donc
de montrer que f est un homéomorphisme local. C’est la bijectivité locale qui est difficile.

Bijectivité locale. Soit y € E, on veut montrer que si |ly|| est assez petit alors I’équation
f(xz) = y admet une unique solution proche de 0. Posons Ty, : z — y — f(z) + x, on a f(z) = y si
et seulement si x est un point fixe de T}. Notre but est de montrer que 7T}, est contractante pour
appliquer le théoréme du point fixe de Picard.

Par continuité de Df en 0, il existe R > 0 tel que Vz € B(0, R), | D,T,| = ||[Dof —1d| < &
et B(0,R) C U. Par 'inégalité des accroissements finis appliquée a f — Id, pour tout x € B(0, R),
[ f(z) —z|| < &[]l < & et donc || Ty ()| < |lyll + &. Si on suppose que ||y|| < £, alors T}, envoie
B(0, R) dans B(0, R) et y est %—contractante, de nouveau par l'inégalité des accroissements finis.

La boule B(0, R) est fermée dans le Banach E, donc compléte. Par le théoréme de Picard, T,
admet sur cette boule un unique point fixe g(y) = Ty(9(y)) € B(0, R). En d’autres termes, g(y) est
I'unique antécédent de y dans B(0, R). Notons V = B(0, %) et W = B(0,R) N f~}(V). Comme f
est continue, f~1(V) est un voisinage ouvert de 0, et donc W aussi. L’application Jiw i W =V est
alors bien définie et bijective, d’inverse g.

Continuité de l’inverse. Soient y; et y2 € V', on note x1 = g(y1) et 2 = g(y2). On a alors
1
lz1 = 22|l = 1Ty, (1) =Ty (22) | < N Ty, (1) = Ty (@2) [+ [Ty (22) = Ty (22) | < Sll21 =22l +ly1 22

puisque Ty, est %—Contractante. Donc %||$1 —zo|l < |lyr — w2l et ||lg(y1) — g(y2)|| < 2||y1 —yel|. O

Corollaire 5.7 (Inversion globale). Si f: U — F est Ck et Vo € U, D,f € Iso(E, F), alors f est
une application ouverte. Si de plus f est injective, c’est un C*-difféomorphisme de U vers f(U).

Démonstration. En exercice. ]
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5.3 Le théoréme des fonctions implicites

Soient E1, E5 et F' des espaces de Banach, et Uy C Ej et Uy C Fs des ouverts. Si f : Uy xUy — F
est différentiable au point (z,y) € Uy x Uz, on notera 01 f(v,y) = D, f(+,0) € L(E1,F) et
O2f(x,y) = D4, f(0,-) € L(Ea, F'). Ces différentielles partielles déterminent la différentielle : pour
tout u € Fy et v € Fy, on a D,y f(u,v) = 01f(z,y)(u) + 2 f (2, y)(v).

Théoréme 5.8 (Fonctions implicites). Soit f : Uy x Uy — F de classe C* et (a,b) € Uy x Uy tels que
f(a,b) =0 et daf(a,b) € Iso(Es, F'). Alors il existe un voisinage ouvert Vi C Uy de a, un voisinage
ouvert Vo C Us de b et 4 : Vi — Vi de classe C* tel que 1(a) = b et

V(z,y) e Vi x Vo, flz,y) =0 <= y=19()
De plus, Datp = —05f(a,b) 1 0 01 f(a,b).

Démonstration. On définit g : (z,y) + (z, f(z,y)) de Uy x Uy dans Uy x F. Alors g est CF et
on a D, g : (u,v) = (u, Digp) f(u,v)) = (u,01f(a,b)(u) + d2f(a,b)(v)). Comme dsf(a,b) est un
isomorphisme, D(q)g est un isomorphisme d’inverse :

(u, h) — (u, 02 (a, b)~! (h — 01 f(a,b)(u))).

On applique le théoréme d’inversion locale. Comme g(a,b) = (a,0), il existe un voisinage ouvert W
de (a,0) et R > 0 tels que g induise un C*-difféomorphisme de B(a, R) x B(b, R) C Uy x U vers W.

Soient ® : W — B(a,R) et ¥ : W — B(b, R) tels que g~ ! = (®, ¥). Pour tout (z,z) € W, on a
(z,2) = g(P(z,2), ¥(z,2)) = (P(z, 2), f(P(z,2), ¥(z,2))). Donc @ : (z,2) — z.

Soit V3 = {x € B(a,R) | (x,0) € W} et V5 = B(b, R). L’ensemble V] est ouvert comme image
réciproque de W par I’application continue z +— (x,0). On définit alors ¢ : z — ¥(z,0) qui est ck
de V; dans V5. Comme f(a,b) =0, on a g(a,b) = (a,0) € W. Donc a € Vj et b= ¥(a,0) = (a).

Enfin, pour tout (z,y) € Vi x Vo C B(a,R) x B(b,R), on a

flz,y) =0 <= glz,y) = (2,0) = (z,9) =g '(2,0) = (2,¥(2,0)) <= y=1(a).
L’application a : x — f(x,1(x)) est nulle sur V; par définition. Pour tout v € Ej,
0= Dacv(v) = Day(a)) f(v; Datp(v)) = 91f(a, b)(v) + D2 (a, b)(Dat)(v)).
Donc 01 f(a,b) + d2f(a,b) o Dgtp = 0. Comme la différentielle partielle 95 f(a, b) est inversible, on a
Dyp = —02f(a,b)~1 0 81 f(a,b), comme attendu. O
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