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Zéros d'un champ gaussien stationnaire
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Champ gaussien stationnaire sur R

f : R — R champ gaussien stationnaire centré de classe CP (p > 1).
Sa fonction de corrélation x : z — E[f(0)f(z)] est C?P et paire.

Pour x,y € Ret k,/ €{0,...,p},

E[fO()FO(y)] = (-1 5y — x).
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Champ gaussien stationnaire sur R

f : R — R champ gaussien stationnaire centré de classe CP (p > 1).
Sa fonction de corrélation x : z — E[f(0)f(z)] est C?P et paire.

Pour x,y € Ret k,/ €{0,...,p},

E[fO()FO(y)] = (-1 5y — x).

Normalisation

Var(f(x)) = k(0) =1 et Var(f'(x)) = —x"(0) = 1.

. _1,2
Exemple : fgr champ de Bargmann-Fock, lisse, kgp : z +— e 2%,
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Mesures aléatoires et statistiques linéaires

Lemme (Bulinskaya, 1961)

Presque surement, Z = f~1(0) C R est fermé et discret. J

Pour R > 0, on note vg = ) . Ox la mesure de comptage de %Z

Pour ¢ : R — R fonction-test : (vg, ¢ Z o(x Z 10) (%)

RxeZ xeZ

Ng = card (Z N[0, R]) = (vr, 1[0,1]> .
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Mesures aléatoires et statistiques linéaires

Lemme (Bulinskaya, 1961)

Presque surement, Z = f~1(0) C R est fermé et discret. J

Pour R > 0, on note vg = ) . Ox la mesure de comptage de %Z

Pour ¢ : R — R fonction-test : (vg, ¢ Z o(x Z 10) (%)

RxeZ xeZ

Ng = card (Z N[0, R]) = (vr, 1[0,1]>-

Remarque

(VR , }) est bien définie preque surement si ¢ est positive ou si ¢ € L*(R). J

Thomas Letendre Zéros de champs gaussiens Lille — 05/02/21 4/33



Résultats connus pour Ng

Rice (1945) : E[Ng] =2

Cuzick (1976) : Si f est C? et k, k" € L2(R) alors % Var(Ng) —— o2

R—+oc0

Si de plus o > 0, alors \F (Ng — B) —>N(O 1).
Kratz—Leon (1997) : On a o > 0.

Nazarov-Sodin (2016) : Si f est C? et r(z) — 0, alors ’\/?R LI %
z—+00 R—+00

Basu-Dembo—Feldheim-Zeitouni (2018) : Grandes déviations pour N,
pour f analytique dans une bande {z eC ‘ 13(2)] < 5}.
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Décorrélation asymptotique
On supposera toujours x(x) —— 0.
X——+00

Lemme

Sous cette condition, (fK)(xy), ..., fkm)(x,,)) est non-dégénéré pour tout
(ki,x1),- - (km, Xm) € N x R distincts.
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Décorrélation asymptotique

On supposera toujours x(x) —— 0.
X——+00

Lemme

Sous cette condition, (fK)(xy), ..., fkm)(x,,)) est non-dégénéré pour tout
(ki,x1),- - (km, Xm) € N x R distincts.

Définition (Normes C?P)

Pour tout 7 > 0 on note :

Ill2py = max { |sO(x)| | 0 < 1 < 20, 1x] > 0}

Ona “n“2p17 ||/€”2p0 - max{|f£(2l (O | ‘ 0< I }
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Moments des statistiques linéaires
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Espérance des statistiques linéaires

Proposition

Sif estCl et ¢ : R — R est mesurable et positive ou dans L1(R), alors
pour tout R > 0 :

R +o00

Ele o) =~ [ o(x)dx

En particulier, E[vg] = B dx et tant que mesure de Radon.
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Fonctions-test et moments

Fonction-test

On considére ¢ € L1(R) N L*°(R), continue presque partout.

Exemples :

o ¢ € CAR), ° ¢ € S(R),
@ 1,, avec / intervalle borné.
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Fonctions-test et moments

Fonction-test

On considére ¢ € L1(R) N L*°(R), continue presque partout. J
Exemples :
o ¢ € CYR), o ¢ € S(R),

@ 1,, avec / intervalle borné.

Moment centré d'ordre p > 2

Soient ¢1, ..., ¢, des fonctions-test, on note :

mP(VR)(qbla s 7¢P) =K [H (<VR’¢I'> _E[<VR3¢I'>])] o

i=1

Exemple : ma(vR)(¢1, ¢2) est la covariance de (vg, ¢1) et (Vg , ¢2).
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Structure de covariance

Proposition
On suppose que f est C2, que k et k" € L2(R) et que 1512, —> 0.
Alors il existe o > 0 telle que pour toutes ¢1, P> fonct/ons—test ;

400

ma(vR)(¢1, ¢2) = Ro® ¢1(x)d2(x) dx + o(R).

—00

Exemple : ¢1 = 1[071] et ¢p = 1[1’2]
card(Z N[0, R]) et card(Z N [R, 2R]) sont asymptotiquement décorrélés.
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Partitions en paires

Définitions
o Une partition de {1,..., p} est une famille Z de parties de {1,...,p}
non-vides, disjointes, et telles que | |,z / = {1,...,p}.

@ On parle de partition en paires si || = 2 pour tout | € Z.

@ P, (resp. PP,) ensemble des partitions (resp. en paires) de {1,...,p}.

si p est pair,

card(PP) = EV(0.1)°] = { 2
0 sinon.

Thomas Letendre Zéros de champs gaussiens Lille — 05/02/21 11/33



Asymptotiques des moments centrés

Théoréme (Ancona-L., 2020)
Soit p > 3, on suppose f € CP(R) et ||x[[y, , = o(n~*P) quand n — +o0.

Pour toutes ¢1, ..., ¢p fonctions-test on a :
mp(vr)(1, - 0p) = Y [ me(vr)(@i, ;) + o(R?).
IePP, {i,j}eT

En particulier,

mp(vR)(6, - - -, ) = E[N(0,1)"] Var((vr , 6))? + o(R%).
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Conséquences des asymptotiques de moments

Corollaire (Concentration)

Si f est C?P et £llap,, = o(n~8P) alors, pour tout ¢ > 0,

r (|be-2] <) = oten

Corollaire (Théoréme central limite fonctionnel)
Si k€ S(R), alors on a dans S'(R) :

1 R loi
—— |vp— —dx | ——— W.
AV Ro ™ R—+o00
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Formules de Kac—Rice

et

fonctions & p points
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Formules de Kac—Rice

Soient R > 0, p € N* et ¢1,..., ¢, des fonctions-test, on a :
P

/Rp (ﬁ i (%)) pp(X1, ... xp)dxi ... dxp,

E[IFGa)l... [F (o)l fGa) =+ = F(x5) = 0]

(27)5 det (Var(f(xl), o f(Xp))>;
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Formules de Kac—Rice

Soient R >0, p € N* et ¢1,..., ¢, des fonctions-test, on a :

p
E [H (VR , &i)
i=1

ou pp(x1,...,xp) =

E[|f'(xl)| - |f'(xp)|) fla) =+ = Fx,) = 0]
(27)5 det (Var(f(xl), o f(x,,))) 2

Remarques
@ Connues au moins depuis Cramer—Leadbetter (1967).
e p1 = %
@ pp est définie sur {(x1,...,Xp) € RP deux a deux distincts}.
@ Si pp est bornée, l'intégrale est O(RP).
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Fonctions a p points

pp est la fonction a p points du processus ponctuel Z.

Pour tout xq,...,x, € R distincts,
p
! E Hcard(Zﬂ[x-—z—: xi+e])| —= pp(x Xp)
(26)” i > Xi e0 Pp\X1;---,Xp)-

i=1
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Fonctions a p points

pp est la fonction a p points du processus ponctuel Z.
Pour tout xq,...,x, € R distincts,
1

p
(2€)pIE [[lcard (ZN[xi —e,xi +¢]) s pp(X1, .. Xp).

Théoréme (Ancona-L., 2020)

Sif est CP et ||k, , ——— 0, alors il existe C > 0 telle que, pour tout
N n—-+00

X1,...,Xp € R distincts :

pp(X17"'7Xp) < CHmin(|Xl' _XJ| 71)
i<j
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Graphes et partitions

Soient x = (x1,...,Xp) € RP et 7 > 0 on définit un graphe G,(x) par :
o les sommets sont {1,...,p},

@ une aréte joint / et j si et seulement si i # j et [x; — x;| <7

X1 X2 X4 | Xg X X3
\
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Graphes et partitions

Soient x = (x1,...,Xp) € RP et 7 > 0 on définit un graphe G,(x) par :
o les sommets sont {1,...,p},

@ une aréte joint / et j si et seulement si i # j et [x; — x;| <7

/ A ﬁ
' ' O & ® ® (o

X1 X2 X4 | Xg X X3
\

T,(x) € P, est la partition définie par les composantes connexes de G,(x).

Exemple : Z,(x) = {{1,2,4},{3,6},{5}} € Ps.
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Singularités des fonctions & p points

Définition
Soient Z € P, et n > 0, on note R%n ={xeRP |7, (x) =TI} J

Exemple : x € RY ; signifie que (x; = x; < 3/ € 7 tel que i,j € I).
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Singularités des fonctions & p points

Définition
Soient Z € P, et n > OonnoteRgn—{XERHZ() I} J

Exemple : x € RY ; signifie que (x; = x; < 3/ € 7 tel que i,j € I).

Théoréme (Ancona-L., 2020)
On suppose que f est CP et ||k, —> 0.

Soient T € P, et y € RY 7.0 il existe E( ) > 0 telle que, lorsque x — y,

b~ T IT e—xil-

€T {(i)elPli<j}
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Clustering

Soit x = (x1,...,Xp), pour tout | C {1,...,p}, on note x; = (x;j)je/-

Théoréme (Ancona-L., 2020)
On suppose que f est CP et ||k, , —— 0.

n—+00
Uniformément pour tout 1 > 1, tout T € P, et tout x € R;n ona:

pp(x) = (pr(ﬁl)) (2+0(lslzp.) )

IeT
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Clustering implique

asymptotique des moments
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Expression des moments centrés

mp(VR) (91, ..., ¢p) = Z (-1)>E

1c{1,...,p}

| IRZRCh

i€l

[1Elvg, 6]
idl

Thomas Letendre Zéros de champs gaussiens Lille — 05/02/21 21/33



Expression des moments centrés

mo(Wr)(61,-- . 8p) = > (VP VE([(wr, i) | [[ELvk. 6:)]
1c{1,...,p} iel il

-/ (Hsb;(%))( > (1)”'p/(x/)Hm(Xi)> dx
Re\i=1 Ic{1,..p} i¢l
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Expression des moments centrés

mo(Wr)(61,-- . 8p) = > (VP VE([(wr, i) | [[ELvk. 6:)]
1c{1,...,p} iel il

-/ (H@(%))( > (1)”'p/(£/)Hp1(Xi)> dx
Re\i=1 Ic{1,..p} i¢l
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Expression des moments centrés

mp(R) (61, -, 8p) = > (1P VE|T] vk, 60 | [T El(vr, 6]
1c{1,...,p} iel il
=/ <H¢i <%>> ( > VP o) T e X,)
Re\i=1 I1c{1,....p} i¢l
=>> / (H¢, X")) Fp(x) dx.
zep, 'Rz,
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Expression des moments centrés

mp(R) (61, -, 8p) = > (1P VE|T] vk, 60 | [T El(vr, 6]
1c{1,...,p} iel il
p .
:/ (Hd"’ <%>> ( > GO o) [T X')
Re\i=1 I1c{1,....p} i¢l
= / (H¢, X")) Fo(x) dx.
TeP, In(R i=1
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Expression des moments centrés

mo(Wr)(61,-- . 8p) = > (VP VE([(wr, i) | [[ELvk. 6:)]
1c{1,...,p} iel il
-/ (Hd),-(;’))( > (1)"’p,(x,)le(x,~)) dx
Re 1 Ic{1,..p} il
= Z/ (H¢ Xi)) Fo(x) dx.
TeP, In(R i=1

Comme ||&[5,, = o(n~*P), il existe une fonction R + n(R) telle que :

n(R) — +o0, o n(R)=o(R%), ||Kllzpnr) = 0O(RP).

Thomas Letendre Zéros de champs gaussiens Lille — 05/02/21 21/33



Partitions avec un singleton

Soit Z € P, telle que {p} € Z. Uniformément sur Rgn(R)' ona:

p—|l-1
A= X (-2) (el - o)
1c{1,...,p—1}

=o(R™2).

Thomas Letendre Zéros de champs gaussiens Lille — 05/02/21 22/33



Partitions avec un singleton

Soit Z € P, telle que {p} € Z. Uniformément sur RZ (R ON A
1 p—|l-1
A= X (-2) (el - o)
1c{1,...,p—1}
= o(R™2)

<R / H¢, ()]

I (R)l 1

< R? /Rp H |6i(%)] dx.
i=1

., (1)) oo
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Partitions sans singletons

Utilisant le clustering, on a Fp(x) =~ H Fii/(x;) uniformément sur R? W(R)"
ez

[ () ama= [, T(meTla()s
~ H/R, (H@ (%)) Fi(xy) dx.

1€ ™ i1rm(R) \iel
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Partitions sans singletons

Utilisant le clustering, on a Fp( H Fi1/(x;) uniformément sur RI W(R)"
IeT
[ (MTer(9) o= [, T (RsoTTo (2))
RI,n(R i=1 InR)/EI icl
Xj
NH/ <H¢,< )) F|I| XI)dX,.
R/
1€ "Ry mry \iel

Si | = {i,j}, le facteur correspondant est :

/|Xi><j|<n(R)¢ ( )¢’( ) Falox.35) dx; d; = ma(vg) (6.¢5) = O(R).
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Partitions sans singletons

Utilisant le clustering, on a Fp( H Fi1/(x;) uniformément sur RI W(R)"
IeT
[ (MTer(9) o= [, T (RsoTTo (2))
Z,n(R) \i=1 InR) ez icl
Xj
NH/I <H¢,< )) F|I| XI)dX,.
1ez /Ry \iel

Si | = {i,j}, le facteur correspondant est :
/ 01 (52) 65 (2) Falosi ) dx dg = ma(ue)(91,65) = O(R).
|xi—x;|<n(R)
Si T € PP,, elle contribue H ma(vr) (i, ¢j).

{ijteT
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Partitions avec de gros clusters

Sil={1,...,k} avec k > 3, le facteur correspondant est dominé par :

[ (ﬁ ||¢,-||OO> /k ’¢1 (X—I;)‘dxl g = O(qu(R)k—1> .
i=2 Ry nr)
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Partitions avec de gros clusters

Sil ={1,...,k} avec k > 3, le facteur correspondant est dominé par :

k
HF\HHOO (,1;12 H¢:||oo> /R’[,} ’Gbl ( )‘dxl Jdxy = O(Rn(R)kﬂ) .

Si 7 € P, contient exactement a paires et b parties de cardinal 3 ou plus,
sa contribution est dominée par :

—2a—b p
ReHby(R)P-22-0 = Ri(P+22439) (R-3y(R)) " = O(RE)o(1) 272,

Lorsque b > 1, on a 2a+ b < p et on obtient o(R?).
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Bilan

Mol n.- - 00) = 3 [ 1o (3) ) Fol dx.

P
zeP, Bz nr) \i=1

. . . . P
@ Si Z contient un singleton, elle contribue o(R2).
@ |dem si Z ne contient pas de singleton mais un cluster de cardinal > 3.

@ Si 7 est une partition en paires, elle contribue :

IT mr) (@i ))-

{ijtez
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Singularités des fonctions & p points

et clustering
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Rappel

E[IF/Ga)l- | ()l [ F(x) = - = F(3) = 0)

pp(Xt, ..., Xp) =

N|=

(27)2 det <Var(f(X1), . f(Xp)))

On veut montrer que, pour tout Z € P, et tout x € R%n :

x) = <H p|/|(£/)) (14 0(y/lelzp))-

1ez
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Rappel

E[IF/Ga)l- | ()l [ F(x) = - = F(3) = 0)
(27)% det <Var(f(x1), o f(x,,)))

pp(Xt, ..., Xp) =

N|=

On veut montrer que, pour tout Z € P, et tout x € R%n :

x) = <HPII(51)) (14 0(y/lelzp))-

€T

Concentrons-nous sur Dj, : (x1, ..., Xp) — det (Var(f(x1),...,f(xp))).
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Le probléeme avec la diagonale

Si |xi — xj| >, alors [E[f(x;)f (x)]| = [s(xi — x;)| < [|&
Pour x € Rgn, ona:

(7N

Var(f(x:))ien
Var(f(x;))i<i<p = t O(”’inov”) '
Var(f(xi))ie,

Donc Dp(x) = (H/ez DIII(K/)) + O<H/€H°"7>'
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Le probléeme avec la diagonale

Si |xi — xj| >, alors [E[f(x;)f (x)]| = [s(xi — x;)| < [|&
Pour x € Rgn, ona:

0,

Var(f(x:))ien
Var(f(x;))i<i<p = + O<HK’H°”’> '
Var(f(x;))iet,

Donc Dp(x) = (H/eI DIII(K/)) + O<HKH°’">'

Le “terme dominant” s'annule si x; = x; avec i # j dans le méme cluster !

Principale difficulté }

Comprendre I'annulation de D, (x) lorsque des points coalescent.
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Casp=2

Pour x # y, on a :
(6D -, 2.) (4dths)

Donc, quand y — x,

Da(x,y) = (y — x)* det <Var<f(x), M))

y — X
~(y — x)2 det (Var(f(x), f/(X)))

~(y = %)
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Différences divisées

Interpolateur de Hermite

Soit x = (V1,---,¥1s--sYms--->¥m) € RP, avec yi, ..., ym € R distincts.
—— —
ny termes nm termes

Pour tout f € CP~(R), il existe un unique M, r € Rp_1[X] tel que :

Vie{l,...,mhVje{0,....m—1},  N9%y)= V().

Thomas Letendre Zéros de champs gaussiens Lille — 05/02/21 30/33




Différences divisées

Interpolateur de Hermite

Soit x = (V1,---,¥1s--sYms--->¥m) € RP, avec yi, ..., ym € R distincts.
—— —_——
ny termes nm termes

Pour tout f € CP~(R), il existe un unique M, r € Rp_1[X] tel que :

Vie{l,...,m},Vje{0,...,n — 1}, |‘|U)( )—f(/)( ).

Soit f € CP~1(R), on définit des fonctions [f]x : R — R continues par :

p
Vx €RP, Myp(X) = [Fllxa, .- xk)H — X))
k=1
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Différences divisées : exemples

FD(y)
P k, [f = —7
e Pour tout k, [flk(y,.-.,Y) k=)l
, - f(x))
@ Sixp,...,xx sont distincts on a [f]x(x1,...,xk) = J )
Z Hl;ﬁj X — XI)
e En général, si xx # xx11,
f e X —[f
[f]k+]_(X]_,.. Xk+]_) [ ]k(Xla y Xk 17Xk+1) [ ]k(Xl7 7Xk)'
Xk41 — Xk
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Ordre d'annulation de D,

Soient x1,...,Xp € R distincts. On a :
fa)y (19 0 [11(x0)
f(X2) | oxe—x [f]2(X1>X2)
f(xp) * e * Hf;ll(xp — Xj) [Flp(x1, .- %p)

Quand x = (x1,...,Xp) = (¥,...,¥),

Dp(x) = det (Var([flx(x1), - [Flo(xa. - %p) ) ) T g = xi)?

i<j

(k=1)
~ det (Var (f(y), f'y),- -, f(k — 8?)) H(XJ —x)%.

i<j
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The end

Merci de votre attention.
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