Chapitre 2: Dérivation
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|.1 — Limite finie en un point fini
La valeur absolue définit une notion de distance sur R.
Définition (distance)

Soient x et y € R, la distance entre z et y est |y — z| = |z — y].

Exemple
La distance entre z = —l ety =4 est [zt —y| = |-1—4| = |-5| = 5.

lz—yl=5
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=2 =il 0 1 2 3 4 5

Soit ¢ > 0, les réels = et o sont a une

distance inférieure a ¢ lorsque |z — x| < &, & —
xrg — € o T x0+€

c'est-a-dire si x € [xg — €;1 + €.
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|.1 — Limite finie en un point fini
Soient I un intervalle, g € I et f: I\ {xo} — R une fonction.

Définition (informelle)
Soit /€RR, on dit que f(z) tend vers ¢ lorsque z tend vers z si :
les valeurs de f(z) peuvent étre rendues aussi proches de ¢ que voulu
si on choisit = assez proche de xy.
Dans ce cas, on dit que ¢ est la limite de f(x) lorsque x tend vers xy,
et on note f(z) —— fou lim f(z) = /.

T—T0 T—T0

Exemple
SiI=1[0;4+00], zg=0c¢t f:a+— /x,

ona f(z) —— 0.
T—T0
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|.1 — Limite finie en un point fini

Soient I un intervalle, g € I et f: 1\ {xo} — R une fonction.
Définition (formelle, hors-programme)

Soit /€, on dit que f(x) —— £ si : pour tout € >0, il existe §. >0
T—T0
tel quesix € I\ {zo} et |x — x| < 0, alors | f(z) — ] < e.
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|.1 — Limite finie en un point fini
Soient I un intervalle, o € I et f: I\ {xo} — R une fonction.

Définition (formelle, hors-programme)
Soit /€, on dit que f(x) P ¢ si : pour tout € >0, il existe 6. >0
tel que siz € I\ {zo} et \x—x0| . alors |f(x) — 4] < e

Exemple

Pour I=10;+00[, o = 0 et f:x— /2.
Fixons un réel € > 0. On définit §. = &2
Sizel\{x} et |x— x| <. =€,
alors 0 <z < e? et |f(z)—0]=vx<e.

Donc f(x) —— 0.
T—T0

v
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|.1 — Limite finie en un point fini

@ Calculer des limites comme au slide précédent est pénible.

@ On ne vous demande pas de savoir le faire.

@ On reviendra sur les limites et comment les calculer au chapitre 4.
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|.2 — Premiers exemples de dérivées

Exemple 1 J Z

La position en fonction du temps.

Soit z : [0; 7] — R modélisant une position en fonction du temps.

@ Soient tg et t € [0; 7T tels que ty < t. La distance algébrique
parcourue entre les instants to et ¢ est x(t) — x(to).

z(t) =z (to)

@ La vitesse moyenne sur I'intervalle de temps [to; ¢] est T

positive si déplacement vers la droite, et négative sinon.
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|.2 — Premiers exemples de dérivées

Exemple 1 J Z

La position en fonction du temps.

Soit z : [0; 7] — R modélisant une position en fonction du temps.

@ Soient tg et t € [0; 7T tels que ty < t. La distance algébrique
parcourue entre les instants to et ¢ est x(t) — x(to).

@ La vitesse moyenne sur I'intervalle de temps [to; ¢] est %fo(m)
positive si déplacement vers la droite, et négative sinon.

@ Plus t est proche de g, plus on veut penser a %fo(m comme la
vitesse a l'instant .

Cela suggere de définir la vitesse a I'instant ¢, comme Jim %ﬁft“)
—to
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|.2 — Premiers exemples de dérivées

M | A SV

Exemple 2 J ="

L'altitude en fonction de la position.

Soit z:[0; L] — R modélisant une altitude en fonction de la position.

e Soient x( et x € [0; L] tels que zy < z. La différence d'altitude
entre xg et x est z(x)—z(xp), positive si on monte, négative sinon.

@ La pente moyenne entre les positions x et x est m
T—x0
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|.2 — Premiers exemples de dérivées

A A v
NN | A B AN\ VP

L'altitude en fonction de la position.

Exemple 2 J

Soit z:[0; L] — R modélisant une altitude en fonction de la position.

@ Soient z et x € [0; L] tels que xy < x. La différence d'altitude
entre xg et x est z(x)—z(xp), positive si on monte, négative sinon.

@ La pente moyenne entre les positions x et x est #z)=z(zo)

T—x0
@ Plus z est proche de z, plus on veut penser a %ﬁff‘)) comme
la pente a la position .

Cela suggeére de définir la pente en xg comme lim Hz)=2(wo)
T—x0 =0
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|.2 — Premiers exemples de dérivées

Le volume en fonction du temps.

Exemple 3 J

l—i

Soit v : [0; 7] — [0; V] modélisant un volume en fonction du temps.

@ Soient ¢y et t € [0; 7] tels que ty < t. Le volume ajouté dans la
baignoire entre les instants ¢, et ¢ est v(t) — v(to).

@ Le débit moyen sur l'intervalle de temps [ty; t] est (t)—fo(t(’)
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|.2 — Premiers exemples de dérivées

Exemple 3 J

Le volume en fonction du temps.

Soit v : [0; T — [0; V] modélisant un volume en fonction du temps.

@ Soient ¢y et t € [0; 7] tels que ty < t. Le volume ajouté dans la

baignoire entre les instants ¢, et t est v(t) — v(ty).

@ Le débit moyen sur l'intervalle de temps [ty; t] est %fo(t(’)

@ Plus t est proche de g, plus on veut penser a %l’o(to) comme le
débit a l'instant ¢,.
v(t)=olto)

Cela suggeére de définir le débit a l'instant £y comme lim ===
toty  tto
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|.2 — Premiers exemples de dérivées

@ Les trois situations précédentes sont de natures différentes, mais

on a effectué le méme type d'opération sur la fonction étudiée.

@ Sur ces exemples, on ne sait pas prouver mathématiquement que

les limites évoquées ont bien du sens.

@ Comme ces limites ont une interprétation naturelle dans le modéle,
on suppose qu'elles existent.
C'est une hypothése de modélisation, pas un résultat formel.
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| 3 — Dérivée

Soient I un intervalle de R, xo € I et f : I — R une fonction.
Définition (dérivée en z)

On dit que f est dérivable en x; si %{’;}(mo) admet une limite finie

lorsque x tend vers x.

Dans ce cas, on appelle dérivée de f en xy le nombre défini par

Fioy) — tim 1) = F(z)

10 T — X

L'existence et la valeur de f/(xo) ne dépendent que de la fonction f

au voisinage de zy. On dit que la dérivabilité est une propriété locale.
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|.3 — Dérivée
On considére I'exemple de f : z — |z| de R dans R. Soit zy € R.

@ Si xg > 0, pour x assez proche de 7 on a = > 0 et donc

f@) = flzo) _ 2] = |aol _ 2 —20 _
r — Xy r — X9 r — X T—Io

~
—_

Donc f est dérivable en g et f'(zg) = 1.
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@ Si xg > 0, pour x assez proche de 7 on a = > 0 et donc

f@) = flzo) _ 2] = |aol _ 2 —20 _
r — Xy r — X9 r — X T—Io

~
—_

Donc f est dérivable en g et f'(zg) = 1.

@ Si zg < 0, pour x assez proche de xq on a x < 0 et donc

ol —fool _ —w— () _ —mw)
T — 2o T — 2 T — X T—T0
Donc f est dérivable en g et f'(z9) = —1.
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|.3 — Dérivée

@ Sixg =0, pour tout z € R* on a

f(z) — f(xo) _ || — |0 _ m _J1 o siz >0,

T — X T — X T -1 siz <.

Cette quantité n'a pas de limite lorsque x tend vers 0, donc f
n'est pas dérivable en 2y = 0.
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|.3 — Dérivée

Soient [ un intervallede Ret f: I — R.

Définition (dérivée)

On dit que f est dérivable sur I si elle est dérivable en tout = € I.
Dans ce cas, la dérivée de f est la fonction ' : I — R définie par

i — fl(x).

Exemple
La fonction f : x +— |z| est définie sur R mais dérivable seulement
1 si x> 0,

surR*. Ona f':z+— de R* dans R.
-1 siz<0
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|.3 — Dérivée

{y = f(=)}

+ x
2 3
—1
o = = E A
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|.4 — Pourquoi dériver ?

Si une fonction f : R — R modélise un phénoméne du monde réel,

sa dérivée f’ peut avoir une interprétation naturelle dans le modéle.

On peut alors vouloir étudier ou calculer f’.

Exemples
variable fonction initiale fonction dérivée
temps position vitesse
position altitude pente
temps volume débit
temps vitesse accélération
temps énergie puissance
position énergie potentielle force
Rennes — Automne 2025 16 /60



|.4 — Pourquoi dériver ?

Soit f : R — R une fonction dérivable sur R.

Définition (dérivées successives)
@ Si f/ est dérivable sur R, on dit que f est 2 fois dérivable.
On note alors f?) = " = (') la dérivée seconde de f.

o Si f? est dérivable sur R, on dit que f est 3 fois dérivable.
On note alors &) = (f?) la dérivée troisiéme de f.
o

o Si (1) est dérivable sur R, on dit que f est n fois dérivable.
On note alors £ = (f("=Y)" |a dérivée n-iéme de f.

Plus f admet de dérivées successives, plus elle est dite réguliére.
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|.4 — Pourquoi dériver ?

Dans les modéles scientifiques, les "lois" sont souvent formulées sous
forme d'une équation différentielle, c'est-a-dire une équation dont

I'inconnue est une fonction, et qui relie cette fonction a ses dérivées.

Exemple (bille attachée a un ressort)

situation a 'instant ¢
1

o x(t) allongement du ressort a l'instant ¢, 5 O

|
N 1

@ w > 0 la pulsation du systéme. | "
0 x(t

Les lois de la physique disent que la fonction z : R — R est solution
de I'équation différentielle 2" + w?x = 0, c'est-a-dire :

pour tout ¢ € R, 7" (t) + w?z(t) = 0.
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|.4 — Pourquoi dériver ?

. isme| : : Lo Gtudi i

Si f: R — R est dérivable, étudier f’ donne des informations sur f.

Par exemple :

o le signe de f’ est lié aux variations de f;

@ les maxima et minima de f sont des points ot f’ s'annule.
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Il — Calculs de dérivées

1. Stratégie pour dériver une fonction f
2. Dérivation des fonctions usuelles

3. Opérations sur les fonctions et dérivation
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II.1 — Stratégie pour dériver une fonction f
@ Si f est une fonction usuelle, les mathématicien-ne-s ont travaillé :

on connait le domaine de dérivabilité de f et |'expression de f'.

Il faut apprendre les formules par coeur.
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II.1 — Stratégie pour dériver une fonction f

@ Si f est une fonction usuelle, les mathématicien-ne-s ont travaillé :
on connait le domaine de dérivabilité de f et |'expression de f'.

Il faut apprendre les formules par coeur.

o Si f est somme, produit, composée, etc., de fonctions usuelles, on
va voir comment la dérivation interagit avec ces opérations.
» On décompose f en fonctions usuelles.
» On dérive chacun des morceaux.

» On les recombine pour obtenir f'.
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II.1 — Stratégie pour dériver une fonction f

@ Si f est une fonction usuelle, les mathématicien-ne-s ont travaillé :
on connait le domaine de dérivabilité de f et |'expression de f'.

Il faut apprendre les formules par coeur.

o Si f est somme, produit, composée, etc., de fonctions usuelles, on
va voir comment la dérivation interagit avec ces opérations.
» On décompose f en fonctions usuelles.
» On dérive chacun des morceaux.

» On les recombine pour obtenir f'.

@ Sinon il faut revenir a la définition de la dérivée comme une limite.

C’est pénible. On ne vous demande pas de savoir le faire.
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[1.2 — Dérivation des fonctions usuelles

domaine de . domaine de|
définition fix—... | paramétres derivabilite flio—. ..
R c ceR R
R ax acR R a
R ar +0b aetbelR R a
R 22 R 2x
R 3 R 32
R " n € N* R nx"1
R agr®+ ... | deNet R dagx®1!
+a1x +ay | aq,...,a0 €R 4+t

Dérivées des fonctions polynomiales

Thomas Letendre Maths 1 — L1 BECV
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[1.2 — Dérivation des fonctions usuelles

domaine de . domaine de|
. frx—.. paramétre | . . | fliz—
définition dérivabilité
* 1 * _l
R T R x2
1 2
R* = R* -3
R* L =z |neN R* —naT" T =2
0; +o00[ | Vo= z3 [0; +o00] | 52 = ly=s
) ’ 2V 2
dépend dépend
¢ acR ax® !
de a de a
Dérivées des fonctions puissances
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[1.2 — Dérivation des fonctions usuelles

domaine de . domaine de|
definition | parametre | 4 ivabilice| 1
R e’ R e’
R eb” beR R beb®
R a® = e* (@) a>0 R In(a)a”
]0; +00[ | In(x) J0;400[ |1
10; 400 | log,(x) = iggzg a € RE\{1}| ]0;+oo] ﬁ@a)

Dérivées des fonctions exponentielles et logarithmes

Thomas Letendre Maths 1 — L1 BECV
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[1.2 — Dérivation des fonctions usuelles

domaine de domaine de ,

definition | "7 | derivabilte |17
R cos(x) R — sin(z)
R sin(x) R cos(x)

R\{5+km|keZ}| tan(z) |R\{5+k7|kE€L}| o

R arctan(z) R T

[—1;1] arccos(z) | —1;1] 1__112

[—1;1] arcsin(z) | —1;1] 11_332

Dérivées des fonctions trigonométriques et leurs réciproques

Thomas Letendre Maths 1 — L1 BECV
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11.3 — Opérations sur les fonctions et dérivation

Lemme (linéarité de la dérivation)

Soit I un intervalle de R, soient u et v deux fonctions dérivables de I

dans R et a € R.

@ La fonction u+wv : I — R est dérivable sur I et (u+v) =
c'est-a-dire, pour tout z € I, (u+v) (z) = u/'(z) + v'(z )

e La fonction au : I — R est dérivable sur I et (au)’ = av/,

c'est-a-dire, pour tout x € I, (au)'(z) = av/(z).
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[|.3 — Opérations sur les fonctions et dérivation

Lemme (linéarité de la dérivation)

Soit I un intervalle de R, soient u et v deux fonctions dérivables de I

dans R et a € R.

e La fonction u+v : I — R est dérivable sur I et (u+v) =
c'est-a-dire, pour tout z € I, (u+v) (z) = u/'(z) + v'(z )

e La fonction au : I — R est dérivable sur I et (au)’ = av/,

c'est-a-dire, pour tout x € I, (au)'(z) = av/(z).

Exemple

Soit f:x+ 322+ €. Ona f = 3u+tv, ol u:x — 22 et v:z > .
u et v sont dérivables sur R donc f aussi et, pour tout z €R,
f'(x)=(Bu+v) (z)=(3u) (z)+v'(z) =3u'(z) +v'(z ) 6x + 262’”

Saneull

= =
Thomas Letendre Maths 1 — L1 BECV Rennes — Automne 2025 26 /60




11.3 — Opérations sur les fonctions et dérivation

Lemme (régle de Leibniz)
Soient I un intervalle et u et v deux fonctions dérivables de I dans R.

Alors, la fonction uv : I — R est dérivable sur I et (uv) = u'v + uv’,

c'est-a-dire, pour tout x € I, (uwv)'(z) = u'(x)v(z) + u(x)v' ().
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11.3 — Opérations sur les fonctions et dérivation

Lemme (régle de Leibniz)

Soient I un intervalle et u et v deux fonctions dérivables de I dans R.
Alors, la fonction uv : I — R est dérivable sur I et (uv) = u'v + uv’,
c'est-a-dire, pour tout x € I, (uwv)'(z) = u'(x)v(z) + u(x)v' ().

Exemple

Pour u:x+— x etv:x— e ", on obtient que f: x — xe ™ est
dérivable sur R et, pour tout z € R,

f'(x) = (wo)/(z) = v'(z)o(z) + u(z)v'(z)
=1lxe 4+ x(—e")

=(1—x)e ™.

v,

- = - — = oule
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11.3 — Opérations sur les fonctions et dérivation

Lemme (dérivée d'un quotient)
Soient I un intervalle et u et v deux fonctions dérivables de I dans R.
On suppose de plus que, pour tout v € I, v(x) # 0. Alors * : I — R

est dérivable sur I et, pour tout = € I, (4)'(x) = “’@)”((?(;;;gw)”’“).
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11.3 — Opérations sur les fonctions et dérivation

Lemme (dérivée d'un quotient)
Soient I un intervalle et u et v deux fonctions dérivables de I dans RR.

On suppose de plus que, pour tout v € I, v(z) # 0. Alors = : I — R

est dérivable sur I et, pour tout v € I, (%) (x) = “’@)”((?(;;gw)”’(””).

Exemple

Pour u = sin et v = cos sur [ =] — 7; 7|, on retrouve que tan = >=
COoSs

T
2
est dérivable sur I et que, pour tout = €] — 7; 7],

/ __ sin/(z) cos(z)—sin(z) cos’(z) __ (cos(z))?+(sin(z))? 1
tan'(z) = (cos@))? =T o@?® T (eos@)
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11.3 — Opérations sur les fonctions et dérivation

Lemme (régle de la chaine)

Soient I et J deux intervalles. Soient u : I — J et v : J — R deux
fonctions dérivables.

Alors vou : I — R est dérivable et (v ou)’ = (v'ou)xu/, c'est-a-dire,

pour tout x € I, (vou)(x)=v"(u(x)) x u'(z

v
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[|.3 — Opérations sur les fonctions et dérivation

Lemme (régle de la chaine)

Soient I et J deux intervalles. Soient uw : I — J et v: J — R deux
fonctions dérivables.

Alors vou : I — R est dérivable et (v ou)’ = (v'ou)xu/, c'est-a-dire,
pour tout x € I, (vou)(x)="v"(u(x)) x u/'(z).

v

Exemple

La fonction f : z + In(z% + 1) est composée des fonctions dérivables
w:z+ x®+ 1 de R dans |0; +oo| et v = In de ]0; +00[ dans R.
Donc f est bien définie et dérivable sur R et, pour tout z € R,

f'(@) = (u(@)) x w'(2) = ﬁwm ——
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11.3 — Opérations sur les fonctions et dérivation

Soient I un intervalle et w: 1 — R une fonction. Si v est une fonction

usuelle, on omet parfois le symbole o dans la notation v o u.

Par exemple, on note :

@ u" pour la fonction composée de v et v : x — x", ot n € N*;

@ ¢ pour la fonction composée exp ou ;

In(u) pour la fonction composée In ou, si u est a valeurs dans R* ;

@ cos(u) pour la fonction composée cos ou ;
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11.3 — Opérations sur les fonctions et dérivation

Soient I un intervalle et w : I — R une fonction dérivable.

v f=vou fl=@@ou)xu
x 22 u? 2u x u

r—x" oune N |y nu™t x
vt 5 =

exp e e x u

In In(u) %

cos cos(u) —sin(u) x v

sin sin(u) cos(u) X u/
arctan arctan(u) #

Si f est bien définie, alors elle est dérivable sur I, avec la dérivée indiquée.
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11.3 — Opérations sur les fonctions et dérivation

Lemme (dérivée d'une réciproque)
Soit f : I — J une fonction entre deux intervalles. Supposons que :
e f admet une réciproque g : J — I ;

o f est dérivable sur I ;

@ pour tout x € I, f'(x) #0.

Alors g est dérivable sur J et, pour touty € J, ¢'(y) =

_ 1
f(gv)”
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11.3 — Opérations sur les fonctions et dérivation

Lemme (dérivée d'une réciproque)

Soit f : I — J une fonction entre deux intervalles. Supposons que :
e f admet une réciproque g : J — I ;

o f est dérivable sur I ;

@ pour tout x € I, f'(x) #0.

Alors g est dérivable sur J et, pour tout y € J, ¢'(y) = m.

Exemple

Pour exp : R — R, on retrouve que In : R} — R est dérivable et,

pour tout Yl = R* ;0N a ln/(y) = exp/zlny) - exp(llny) - ?%

Thomas Letendre Maths 1 — L1 BECV Rennes — Automne 2025 32 /60



Il — Interprétation graphique de la dérivée

1. La dérivée comme pente du graphe

2. Droite tangente a un graphe
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[11.1 — La dérivée comme pente du graphe

Soient I un intervalle et f: I — R. Soient xq et x; € [ distincts.
y Il existe une unique droite passant par
ly=7=)}  les points (wo; f(x0)) et (z1; f(21)).

Par définition, sa pente est M
1—Z0
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[11.1 — La dérivée comme pente du graphe

Soient I un intervalle et f: I — R. Soient xq et x; € [ distincts.

y Il existe une unique droite passant par
ly=7=)}  les points (wo; f(x0)) et (z1; f(21)).

Par définition, sa pente est M
T1—T0

Lorsque x; tend vers xg, cette pente a

UGN une limite finie si et seulement si f est

dérivable en .

J(@1)—f(z0)

N
Dans ce cas, f'(z9) = lim ===

T1—T0
s'interpréte comme la pente du graphe

de f au point (zo; f(x0)).
e o e | e

f(zo) T
4




[11.1 — La dérivée comme pente du graphe

Soient I un intervalle et f: I — R. Soient xq et x; € [ distincts.

Y

f(z1) A

f(zo) T

_A

{y=r@)}

Il existe une unique droite passant par
les points (2o; f(0)) et (z1; f(21))-

Par définition, sa pente est M
T1—T0

Lorsque x; tend vers xg, cette pente a

une limite finie si et seulement si f est

dérivable en .

f(z1)—f(=0)

N
Dans ce cas, f'(z9) = lim ===

T1—T0
s'interpréte comme la pente du graphe

de f au point (zo; f(z0)).
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[11.1 — La dérivée comme pente du graphe

Soient I un intervalle et f: I — R. Soient xq et x; € [ distincts.

y Il existe une unique droite passant par
ly=7=)}  les points (wo; f(x0)) et (z1; f(21)).

Par définition, sa pente est M

T1—x0
Lorsque x; tend vers xg, cette pente a
une limite finie si et seulement si f est
dérivable en .

f(z1)—f(=0)

N
Dans ce cas, f'(z9) = lim ===

T1—T0
s'interpréte comme la pente du graphe

de f au point (zo; f(x0)).
e o e | e

f(zo) T
/
pd




[11.2 — Droite tangente a un graphe

Soient I un intervalle, xq € I et f: I — R dérivable en .

Soient a et b € R, et g: x — ax + b. On a les équivalences :

9(wo) = f (o), — azo+b= f(xo), — b= f(wo)— f'(w0)0,
9'(w0) = f'(20), a= f'(wo), a= f'(xo).
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[11.2 — Droite tangente a un graphe

Soient I un intervalle, xq € I et f: I — R dérivable en .

Soient a et b € R, et g: x — ax + b. On a les équivalences :
9(wo) = f (o), — azo+b=f(x0), — b= f(wo)— f'(w0)0,
9'(w0) = f'(20), a= f'(wo), a= f"(xo).

Lemme

9(@o) = f (o),
9'(wo) = [f'(20).

Il existe une unique fonction affine g telle que

Elle est définie pour tout x € R par :
g(z) = f'(zo)x + (f(xo) - f/(xo)fvo) = f(x) + f'(x0)(x — x0).

C'est la fonction affine qui approxime le mieux f au voisinage de x.
v
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[11.2 — Droite tangente a un graphe

Soient I un intervalle, xq € I et f: I — R dérivable en x.
Définition (droite tangente)

On appelle droite tangente au graphe de f au point (zg; f(z0))
la droite passant par (z¢; f(x)) et de pente f'(z).

Cette droite tangente est le graphe de x — f(z0) + f'(z0)(z — o) :
{(:U;y) € R? { y = f(xo) + f'(xo)(x — xo)}.
On dit aussi "la droite d'équation y = f(xq) + f'(xo)(x — x0)".
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[11.2 — Droite tangente a un graphe

Exemple

V2
2
La tangente au graphe de cos en 7 est donc la droite

{@y er?

et cos'(§)=—sin(})= =2

Pour f=cos et zg=7, on a cos(§)= >

1
v
- FE-9}
v = cos(a)}
- ;i
= - ram
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|V — Dérivée et variations

1. Signe de la dérivée et monotonie
2. Une premiére étude de fonction

3. Maxima et minima
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IV.1 — Signe de la dérivée et monotonie

Théoréme (des accroissements finis, hors-programme)

Soienta etb € R t.q. a < b, et f : [a;b] — R une fonction dérivable.

f(b)=f(a)

Alors, il existe ¢ € ]a;b| tel que f'(c) = S==22,

b—a

3 {y=1f(
DR U
D T
TR A
o y

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
;
b

x

Graphiquement : la droite /) passant
par les points (a; f(a)) et (b; f(b)) et
la tangente T" au graphe en (c; f(c))

ont la méme pente.

Interprétation physique
Si on a marché 5km en 1 h alors, a

un moment, on a marché a 5km/h.
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IV.1 — Signe de la dérivée et monotonie

Soient I un intervalle et f : I — R une fonction dérivable.

Corollaire
Si, pour tout x€1, on a f'(x)>0, alors f est strictement croissante.
f(z)=0 croissante.
f(x)=0 constante.
f(x)<0 décroissante.
f(x)<0 strictement décroissante.

v
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IV.1 — Signe de la dérivée et monotonie

Soient I un intervalle et f : I — R une fonction dérivable.

Corollaire
Si, pour tout x €1, on a f'(x)>0, alors f est strictement croissante.
fl(x) =0 croissante.
f'(z)=0 constante.
f'(z) <0 décroissante.
f(x)<0 strictement décroissante.

v
Preuve du 1°" cas (les autres sont similaires)

Soient a et b € I t.q. a < b. Il existe ¢ € ]a; b[ tel que f(b = f'(c).

Comme c € I, on a f’(¢) > 0. Donc f(b) — f(a) = f'(c )(b—a) > 0.
Donc, pour tout a et b € I, si a < b alors f(a) < f(b).

V.

T—— = SPAUE

= =v =
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V.2 — Une premiére étude de fonction
Soit P : x s 223 — 322 — 122 + 10, qui est défini et dérivable sur R.
Pour tout z € R, on a
P'(r) =2 x (32%) — 3 x (27) — 12
=622 — 60— 12=06(z> -1 —2).

—_———
=Q(z)
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V.2 — Une premiére étude de fonction

Soit P : x +— 223 — 32% — 122 + 10, qui est défini et dérivable sur R.
Pour tout £ € R, on a
P'(z) =2 x (32%) — 3 x (2z) — 12
=622 — 60— 12=06(z> -1 —2).

N————
=Q(z)

Pour étudier le signe de P’, on le factorise
Q est un polynédme de degré 2, avec A = (—1)?—4(—2) =1+8=09.
Ses racines sont

1-v0 1-3 _1+V9 143

i 2 2 =2 2 2

Donc, pour tout z € R, P'(z) = 6(x —71)(x —12) = 6(x+1)(z —2)

) =
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V.2 — Une premiére étude de fonction

On peut dresser le tableau de signes de P'(z) = 6(z+ 1)(x —2) et le
tableau de variations de P.

T —00 ri=—1 ro=2 +00
r+1 — 0 + +
T —2 — — 0 +
P'(x) + 0 - 0 +

! /17\10/

Pour compléter le tableau, on a calculé P(—1) =17 et P(2) = —10.
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V.3 — Maxima et minima

Soient [ un intervalle, g € I et f: I — R une fonction.
Définition (maximum, minimum)

On dit que f atteint :

@ un maximum (max) en xg si, pour tout € I, on a f(z)< f(xo);

<
@ un minimum (min) en xq si, pour tout x € I, on a f(x) > f(xo)

VAR N/

(a) f atteint un maximum en 2o =0 (b)

f atteint un minimum en g =0
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V.3 — Maxima et minima

Soient I un intervalle, xq € I et f: I — R une fonction dérivable.

Lemme (localisation des maxima et minima)

Si f atteint un max en xy, alors f'(xg) = 0 ou xq est une borne de I.

Si f atteint un min en xg, alors f'(xg) = 0 ou x est une borne de I.

VAR N/

(a) f atteint un maximum en zo = 0 (b)

f atteint un minimum en zyp =0

Ce lemme nous indique ot chercher un éventuel max ou min de f.
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V.3 — Maxima et minima

Modele de Lennard—Jones pour la molécule de dioxigéne

@ On note r €]0; +oo[ la distance (en nm) entre les deux atomes.
1, . . 2 6 N
o L'énergie potentielle est F : r (g)l —(4)°, ot d = 0,346 nm.

@ En l'absence de contraintes extérieures, la distance r, entre les

deux atomes est telle que £ atteint un minimum en 7 € ]0; +o0.

E

0.5 T
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V.3 — Maxima et minima

Modele de Lennard—Jones pour la molécule de dioxigéne

@ On note r €]0; +oo[ la distance (en nm) entre les deux atomes.
1, . . 2 6 N
o L'énergie potentielle est F : r (g)l —(4)°, ot d = 0,346 nm.

@ En l'absence de contraintes extérieures, la distance r, entre les

deux atomes est telle que £ atteint un minimum en 7 € ]0; +o0.

E
Comme 7y €]0; +00][, on a E'(rg) = 0.

Aprés calcul, £ : r — 6f—3(1 - 2f—2).

0.5 1
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V.3 — Maxima et minima

Modele de Lennard—Jones pour la molécule de dioxigéne

@ On note r €]0; +oo[ la distance (en nm) entre les deux atomes.
e : 12 6 .

o L'énergie potentielle est E: 7+ (2)" — (¢)", ou d = 0, 346 nm.

@ En l'absence de contraintes extérieures, la distance r, entre les

deux atomes est telle que £ atteint un minimum en 7 € ]0; +o0.

. ¥ Comme 7y €]0; +00[, on a E'(r) = 0.
Aprés calcul, £ : r — 6f—$(1 - 2f—2).
o E'(rg) = 0 donc 1 — 2% — 0 donc 8 = 246,
T 2 Onary>0etd>0,donc ro=25d ~ 0, 388nm.
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\V/ — Dérivation des fonctions de deux variables

1. Fonctions de deux variables
2. Fonctions partielles et dérivées partielles

3. Exemples de calculs
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V.1 — Fonctions de deux variables

Soient f : R — R dérivable et o € R. On a vu que :
@ le nombre f’(xy) mesure les variations de f au voisinage de xg;

o il s'interpréte comme la pente du graphe de f en (zo; f(20)).
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V.1 — Fonctions de deux variables

Soient f : R — R dérivable et o € R. On a vu que :
@ le nombre f'(x) mesure les variations de f au voisinage de zy;

o il s'interpréte comme la pente du graphe de f en (zo; f(20)).

Soit F': R? — R, son graphe est {(x, y; F(x,y)) eR3

(z;9) ERQ}-
@ On représente le domaine de définition R? par un plan horizontal.

e Pour tout (x;y) € R?, on représente (z;y; F(x;y)) comme le
point & hauteur F'(z;y) au-dessus de (z;vy).

Si F' modélise I'altitude en fonction de la position, son graphe dessine

la topographie de la zone considérée.

Thomas Letendre Maths 1 — L1 BECV Rennes — Automne 2025 47 /60



V.1 — Fonctions de deux variables

QA
Q’Q'i"‘ll /

2 7

7
7/
"l;.ﬁi

R )
Q‘:::';;’fl

>
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V.1 — Fonctions de deux variables

2y .
Graphe de F : (z;y) — { 247 8 @ZO0) g, 1551« [—5:5].
0 si(zy)=(0;0)
=
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V.1 — Fonctions de deux variables

Surface d'une feuille de papier observée au microscope a force atomique.
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V.1 — Fonctions de deux variables
En un point du graphe de F : R? — R,
il n'y a pas une seule pente, mais une
pente dans chaque direction.

o = = E A
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V.1 — Fonctions de deux variables
En un point du graphe de F : R? — R,

il n'y a pas une seule pente, mais une

pente dans chaque direction.

Autour de (z9; yo) €R?, les variations de
F' ne sont pas décrites par un nombre,
mais par une fonction Dy, F:R* =R,

qui a chaque direction associe une pente.

Définition (différentielle)
La fonction Dy, ' est appelée la différentielle de F' en (z; o).

On va voir comment expliciter et calculer D, ., F'.
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V.1 — Fonctions de deux variables

De méme qu'une fonction f : R — R n'a pas forcément de dérivée,

une fonction ' : R?> — R n'a pas forcément de différentielle.

Définition (différentiabilité)
On dit que F est différentiable en (z;y,) € R? si sa différentielle

D (2950 F' €n ce point est bien définie.

On dit que F est différentiable si elle est différentiable en tout
point (x;y) € R2.

Dans ce cours, on supposera toujours les fonctions différentiables.

On ne vous demandera pas de prouver qu'elles le sont.
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V.2 — Fonctions partielles et dérivées partielles

Soit F : R? — R une fonction.

Définition (fonctions partielles)

Pour tout yy € R, on définit Fy,,, : x — F(z;y0) de R dans R.

Pour tout zp € R, on définit Fy,,, : y — F(z0;y) de R dans R.

Les fonctions de ce type sont appelées les fonctions partielles de F'.

Thomas Letendre Maths 1 — L1 BECV Rennes — Automne 2025 53 /60



V.2 — Fonctions partielles et dérivées partielles

Soit F : R? — R une fonction.

Définition (fonctions partielles)

Pour tout yy € R, on définit Fy,,, : x — F(z;y0) de R dans R.

Pour tout =y € R, on définit Fy,, : y — F(z0;y) de R dans R.

Les fonctions de ce type sont appelées les fonctions partielles de F'.

La fonction partielle F7,,, est la composée de la fonction z — (x; ),

qui envoie R sur la droite d'ordonnée 1, dans R?, et de F'.

On y pense comme la restriction de F' & cette droite d'ordonnée vy :
{(z;y0) | * € R} C R%
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V.2 — Fonctions partielles et dérivées partielles

8
6
4+
2

-4 -2 0 2 4
Graphe de Fy y,.

F(x;y)

8
6 +
4
2

-4 -2 0 2 4
Graphe de Fy,z,.

[m] [l = =
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V.2 — Fonctions partielles et dérivées partielles

8 +
6 +
4 +
; ; ; —> T
—4 -2 0 2 4
. Graphe de Fy y,.
=N
=
S 8
6 +
4
2 +
} } } — Y
-4 -2 0 2 4
Graphe de Fy,z,.
o = - S = 9ace
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V.2 — Fonctions partielles et dérivées partielles

—rt —t—
-4 -2 0 2 4
. Graphe de Fy y,.
=
&
& 8
6 +
4
2 +
— Y

-4 -2 0 2 4
Graphe de Fy,z,.

Thomas Letendre Maths 1 — L1 BECV Rennes — Automne 2025 54 /60




V.2 — Fonctions partielles et dérivées partielles

-4 -2 0 2 4
Graphe de Fy y,.

F(x;y)

8
6 +
4

2..

} } } — Y
-4 -2 0 2 4
Graphe de Fy,z,.

[m] [l = =
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V.2 — Fonctions partielles et dérivées partielles

-4 -2 0 2 4
Graphe de Fy y,.

g = —2

I

} } } — Y
-4 -2 0 2 4
Graphe de Fy,z,.

F(x;y)

i
S
yel
Q

[m] [l = =
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V.2 — Fonctions partielles et dérivées partielles

-4 -2 0 2 4
Graphe de Fy y,.

F(x;y)

-4 -2 0 2 4
Graphe de Fy,z,.

ut
i
S
yel
Q

[m] = =
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V.2 — Fonctions partielles et dérivées partielles

-4 -2 0 2 4

F(x;y)

-4 -2 0 2 4
Graphe de Fy,z,.
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V.2 — Fonctions partielles et dérivées partielles

Si F: R? — R est différentiable en (zo;y0) € R? alors :

e Fi,, est dérivable en z; o [, est dérivable en yp.

Définition (dérivées partielles en un point)

Dans ce cas, on définit les dérivées partielles de F' en (x; y) par:
® 01F (z0;90) = (Fiy,) (z0) (par rapport a la 1% variable) ;

0 0yF(xo;y0) = (Fomy) (Vo) (par rapport a la 2" variable).

Le réel 0, F(xo;yo) est la pente du graphe de F' en (x¢; yo; F'(z0; y0))

dans la direction du premier axe de coordonnées.

De méme, 02 F (z0;yo) est la pente dans la direction du second axe.
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V.2 — Fonctions partielles et dérivées partielles

Définition (fonctions dérivées partielles)

Soit F' : R? — R une fonction différentiable. Ses dérivées partielles
sont les fonctions 0, F : R? — R et 0,F : R? — R définies par :

OF : (xyy) = O F(z;y) et OoF :(x;y) — 0oF (x;y).

Notations alternatives

Pour O, F : g—f ou 0, F (dérivée partielle par rapport a ).
Pour O, F : 2&

5y OU 0, F (dérivée partielle par rapport a y).
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V.2 — Fonctions partielles et dérivées partielles

Lemme
Si F: R? — R est différentiable au point (zo;10) € R?, alors sa
différentielle en ce point est la fonction :

D(ro;yo)F s (s U) > u X 6’1F($0; yo) + v X 82F(:130; yo)-

@ Pour connaitre les variations de F' autour de (x; 7o) dans toutes
les directions, il suffit de les connaftre dans les directions des axes.

@ On vous demandera seulement de calculer les dérivées partielles

de F', ce qui se fait en dérivant des fonctions d'une seule variable.
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V.3 — Exemples de calculs
On considére F : (x;y) — 22 — y* de R? dans R et (zg;10) € R%

Calcul de 0y F'(xo; 40)

Pour tout z € R, on a F1.,(x) = F(z;90) = 2% — (yo)?.
Donc Fiy, : @+ 22 — (yo)? et (Fiy,) : @+ 2z.

Donc 01 F(x0; yo) = (F1y,) (20) = 2.
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V.3 — Exemples de calculs

On considére F : (x;y) — 22 — y* de R? dans R et (zg;10) € R%

Calcul de 0y F'(xo; 40)

Pour tout z € R, on a F1.,(x) = F(z;90) = 2% — (yo)?.
Donc Fiy, : @+ 22 — (yo)? et (Fiy,) : @+ 2z.

Donc 01 F(xo; yo) = (Fi.y,) (z0) = 2.

Calcul de 02 F(xo; y0)

Pour tout y € R, on a Fy,,(y) = F(zo;y) = (z0)? — y*.
Donc Foyy iy > (20)? — y? et (Fhuy) 1y — —2y.
Donc 02 F(20; Yo) = (Fouz)' (30) = —210-

v
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V.3 — Exemples de calculs

On considére toujours F: (z;y) — 2% — y* de R? dans R.

Pour calculer 0, F efficacement, on dérive |'expression de F'(x;y) par
rapport a = en pensant y comme une constante.

Si y € R est fixé et on dérive x — 22 — 32, on obtient que

OF : (x;y) — 2x.

De méme, si z € R est fixé et on dérive y — 22 — 3%, on obtient que

OF : (z;y) — —2y.
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V.3 — Exemples de calculs

Soit F: (x;y) = y + e “y° de R? dans R,

Si y € R est fixé, en dérivant z — y + e *y°, on obtient que

OF : (x;7) — —e ™15,

Si z € R est fixé, en dérivant y — y + e %35, on obtient que

O F : (z;9) — 14+ e x (5y*).
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