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Feuille 2 — Séries de Fourier

On identifie les fonctions 1-périodiques sur R avec les fonctions sur le cercle T := R/Z. On munit T
du quotient de la mesure de Lebesgue, notée dt, de sorte que sous l'identification précédente on a :

A+1
VA ER, /Tf(t)dt:/ " @),

A

pourvu que f : R — C soit une fonction 1-périodique, mesurable, et positive ou localement intégrable.

Définition (Espaces LP). Soit p € [1,+o0], on note LP(T) 'espace des f : T — C mesurables tels
que [7|f(t)[P dt < +o0, modulo égalité presque partout. Il est muni de la norme ||-||, définie par :
1

1fllp = (Jrl )P dt)? pour tout f € LP(T).

Définition (Espaces C*). Soit & € NU{oo}, on note C*(T) I'espace des fonctions f : T — C obtenues
par passage au quotient d'une fonction 1-périodique de classe C¥ sur R. On munit C° (T) de la norme
sup ||-||co définie par : || f|loo = I?%X’f(t” pour tout f € C(T).

€

Notation. e Pour tout k € Z, on note ey, : x — €27 de T dans C ou de R dans C. On appelle
polynomes trigonométriques les combinaisons linéaires des (ex);cz-

Soit f € LY(T), on note f(k) = [; f(t)ex(t) dt son k-ieme coefficient de Fourier.

~

Soit n € N on note S, (f) = >_p__,, f(k)ex la n-iéme somme partielle de sa série de Fourier.

Soit N € N on note on(f) = ﬁ fo:o Sn(f) la N-iéme moyenne de Césaro des (S,(f))

Pour tout n € N, on note D,, = Y _,__ e le n-iéme noyau de Dirichlet.

neN*

Pour tout N € N, on note Ky = ﬁ Zf:[:o D, le N-iéme noyau de Féjer.

Exercice 1 (Calculs de ((2) et ((4)). On considére la fonction 1-périodique f qui est définie par
f(x) = 2% pour tout z € [—%, %]

1. Calculer les coefficients de Fourier de f.

D=

Tout d’abord f(o)/é 2qp = |[2]F 21
ou abord, on a = _%i' xr = 3 o = 12
2

Soit maintenant k € Z*, par deux intégrations par parties on obtient :

1
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2. Prouver les trois formules suivantes :

1 n? o I
2 m= 2 a T 2= gy

n>1 n>1 n>1

~

La fonction f est continue et, d’aprés la question précédente, ), ,|f(k)| < 4o0. Donc f est
la somme uniforme de sa série de Fourier. En particulier, en z = 0, on obtient

~ _1)k _1\n
kezZ*

keZ n>1
d’ott on déduit -, (_n# = —7{—;. En évaluant la valeur de f en % on obtient :
1 1 ~ 1 1 (-2 1 1 1
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Enfin, comme f € L?(T), la formule de Parseval donne :
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Exercice 2 (Produit de convolution). Soient f et g € L!(T), on définit leur convolée f * g par :

On a donc

f*g:x»—)/qrf(t)g(x—t)dt.

1. Montrer que f * g € L'(T) et que ||f * gll1 < ||f|1llg|l1. Vérifier que f* g = g* f.
L’application F : (x,t) — f(t)g(z —t) est mesurable sur T? comme produit de composées de
fonctions mesurables. D’aprés le théoréme de Fubini—Tonelli on a donc :

[ fate = lazae= [ 101 [loto - o1de) ae= [170llglhae =1 hlglh <+

Donc F est intégrable sur T?. Par le théoréme de Fubini on a donc que fxg: 2 — [p F(z,t)dt
définit bien presque partout une fonction mesurable. De plus,

15 xs@las = [|[ oo - 0| as < [ 110late - ol asa = i 7ihlalh.

donc fxg e LYT) et [[f* gl <l fl1llgllr.
Soit € T, on calcule en utilisant des relevés sur R qui sont 1-périodiques :

1 x 1
g+ f(z) = / g(t) fla — 1) dt = / | F(s)gle = )ds = / F(8)g(x — s)ds = f * g(x).



2. Exprimer les coefficients de Fourier de f * g en fonction de ceux de f et g.
Soit k € Z, la fonction (x,t) — f(t)g(x — t)eg(z) est dominée par la fonction F' précédente et
est donc intégrable sur T2. On calcule par le théoréme de Fubini :

—

* _ T — 672ik7rx 7= €f2ik7rt 7 — 672ik7r(:v7t) T
f*g(k) /T ( /Tr ft)g(z —t) dt) d ., f(t) glz —1) dz dt
- [ 105 ( [ ota = etz =) dx) at= [ s dt = Fwgn.

3. Soit k € NU {oo}, montrer que si g € C¥(T) alors f * g € C*(T) et (f * g)*) = fx g,
Rappelons que les fonctions f, g et f * g peuvent également étre vues comme des fonctions
1-périodiques de R dans C. La régularité C* de f % g est alors la régularité C* au sens des
fonctions de R dans C. Dans la suite de cette question on travaille avec les fonctions sur R.
Dans ce cas on a, pour tout x € R :

f*g(a:):/o f(t)g(m—t)dt:/o Fla,t)dt.

Montrons que si g est continue alors f % g aussi. Pour tout ¢ € [0,1], la fonction F'(-,t) est
continue. Pour tout x € R, la fonction F(x,-) est mesurable. De plus on a la domination :

Ve e RVt [0,1],  [F(z,t)] = [f(®)llg(z — 1) < llglloo] f(B)]-

Le terme de droite est intégrable et indépendant de z. On en déduit que 'intégrale a paramétre
f * g est continue sur R.

Supposons maintenant que g est de classe C!. Dans ce cas, pour tout ¢ € [0,1], la fonction
F(-,t) est de classe C! sur R, et %—5 (z,t) = f(t)g'(z — t). On a donc la domination :

oF

(w,t)‘ = fOllg'(x = ) < llg'lloo| £ (B)]-

Le théoréme de dérivation des intégrales & paramétres permet alors de conclure que f * g est
de classe C! sur R de dérivée égale a f * ¢'.
On conclut par récurrence que si g est de classe C¥ alors f * g aussi et (f % g)F) = f % g

Exercice 3 (Noyaux de Dirichlet et Féjer). 1. Soit n € N, montrer que [ Dy(t)dt =1 et que

sin((2n + 1)7rt)‘

VETA{O},  Dalt) = — 5 o

Par définition de D,, on a :

/TDn(t)dt:Akzzn:nek(ﬂdt:é:n/qrek(t)dt:/Tldt:1'

Soit maintenant t € T \ {0}, ou de fagon équivalente t € R\ Z, on a :

62i(n+1)7rt o e—2mm: 62i(n+%)7rt - 6—2i(n+%)7ﬂf sin((2n + 1)7.”5)

n
_ 2ikmt __ _ _
Dy (1) = Z € = o2imt _ | - eitt _ g—imt o sin(7rt)
k=—n

Notons que D,, est un polyndéme trigonométrique donc est C*°. La singularité en ¢ = 0 n’est
donc qu’apparente, et D, (0) = Zz:—n er(0) =2n + 1.



2. Soit N € N, montrer que fT Kn(t)dt =1 et que

1 2

On va s’appuyer sur les calculs de la question précédente. Par définition de Ky,

/TKN(t)dt:/TNilréDn(t) N+1Z/D

Soit ¢ € T\ {0},

0-3 7

N . N
sin((2n + 1)7t) _ 1 N (o
ny?) (N + D)sin(nt) (N +1)sin(rt) (Z >

Puis,
N IN43)imt _ imt i(N+ 1)t —i(N+1)mt
Ze(2n+1)m _ a yimt — e _ 6z‘(N+1)me€( Jmt — =il )
o e2imt _ 1 - eimt _ p—imt
n=0
_ ei(NJrl)mSin((N+ 1)mt)
sin(wt)

d’ott on déduit que :

_ sn((N+D)mt) o vinme) _ L (sin((V + Dt 2
Kn(t) = (N + 1)sin(t)* ( . )_N+1( sin(7t) > '

La encore la singularité en ¢ = 0 n’est qu apparente pulsque K est un polynoéme trigonomé-
trique, et on a K (0) = ﬁzgzoDn( )= 551 SN 20+ 1=N+1.

3. Soit f € LY(T), montrer que : Vn € N, S,,(f) = f* D, et YN €N, on(f) = f * Kn.
Soit n € N, pour tout x € T on a :

0= [ #ODu 1) Z/f ) 4t = 3 Fkjen(s) = 5,(1) (o).

k=—n

Donc f % D,, = S, (f). Soit N € N, par bilinéarité du produit de convolution on a :

N
JxEn = NHZf * Dy = = 1;&0) = ou(f)-
Exercice 4 (Théoréme de Féjer C°). 1. Soit  €]0, 5[, montrer que Ky converge uniformément
vers 0 sur [—1,1]\] - 77,77[ lorsque N — +o0.

Soient N € Net t € [—3, 3]\] — n,n[, d’aprés la question 2 de I'exercice 3 on a :

0< Kn(t) =

1 <sin((N + 1)7Tt)> 1
N +1 sin(7rt) = (N + 1) sin(rmt)?”



Comme sin(7-)? est paire, croissante sur [0, %] et 0 <n< %, on a
0 < sin(7n)? = sin(—mn)? < sin(rt)%
11
Donc, pour tout ¢t € [—5, g]\] —n,n[,

1
(N 4 1)sin(7n)? N—+oo

0< KN(t) <

Donc Ky converge bien uniformément vers 0 sur [—3, $]\] — 1, [ lorsque N — +o0.

. Soit f € C(T), montrer que on(f) converge uniformément vers f sur T. Ce résultat est appelé
théoreme de Féjer CP.

Soient N € N et x € T, d’aprés la question 3 de I'exercice 3 on a :

lon(f)(@) = f()] = [f * Kn(2) = f2)| = |Kn * f(2) = f(z)| =

/T Ky () f(z —t)dt — f(z)],

ol on a aussi utilisé la commutativité du produit de convolution (voir question 1 exercice 2).
On a montré dans l'exercice 3 question 2 que K est positif d’intégrale 1. Donc

lon (f)(2) = f(2)] =

/ Ex(t)(f(z —t) —f(x))dt] < / Kn(0)|f(z —t) — f(z)|dt
T T

< [* En@®\fx—1) - f(z)dt.

(ST

Dans la derniére ligne, on peut choisir d’identifier x avec un relevé dans [—%, %], de sorte que
x et x—t € [—1,1] pour tout t € [—%, %}
La fonction f est continue donc uniformément continue sur [—1,1]. Soit £ > 0, soit > 0 un

module d’uniforme continuité de f associé a e sur [—1,1]. Pour tout ¢t € [—3, 3]\] — n,7n],

0< Kn(OIF (1)~ F@)] < KN [3 3)y g1l

Donc, comme [ Kn(t)dt =1 et Ky est positif,

n
on (£)(@) = @) < 200 = 2Kl 5 3yl oo + / Kn(t)edt
-
S 2 EN oo [ 1 13—t lloo + &

D’apres la question 1, le dernier terme est majoré par 2¢ pour tout N assez grand, uniformément

en z € T. Donc |lon(f) — fllco —— 0.
N—+o0

Remarque. La preuve qu’on vient faire utilise notamment le fait que [|Kn(t)|dt est bornée
indépendamment de N. On sait qu’une telle propriété est fausse si on remplace (Kn)yen par
(Dy)nen- Les noyaux de Féjer ont donc de meilleures propriétés qualitatives que les noyaux
de Dirichlet, dont la positivité par exemple. Ce sont ces différences qualitatives qui expliquent
pourquoi on a toujours convergence uniforme des on(f) vers f, mais que la série de Fourier
d’une fonction continue peut diverger.



3. En déduire le théoreme de Weierstrass trigonométrique : I'espace des polyndmes trigonomé-
triques est dense dans C%(T).
D’aprés la question 2, toute fonction f € C°(T) est limite uniforme de la suite (on(f))yen-
Cela donne le résultat voulu puisque on(f) est un polynéme trigonométrique de degré au
plus N. En particulier on a montré que C>(T) est dense dans C°(T).

4. Prouver le lemme de Césaro : si (un)nen est une suite de complexes telle que uy, —+> L,
n—-+0o0o

1 N
alors —— Uy ——— L.
N+1 Zn—O n N

Pour tout N € Net K € [1, N], on a

1 & - 1 & 1 <
N1t Sy e A= g 2 el g D el
n=0 n=0 n=0 n=K-+1

Soit £ > 0, il existe K € N tel que |u, — | < € pour tout n > K. Soit Ny > K tel que
ZnKzolun — | < (No+ 1)e. Pour tout N > Ny, le terme de droite dans I’équation ci-dessus est
majoré par 2¢. D’ou le résultat.

5. Soient f € CO(T) et x € T. Montrer que si (Sn(f)(x))neN

On sait déja par la question 2 que on(f)(x) = ﬁ Eg:o Sn(f)(x) ﬁ f(x), et cela quel
—+400

converge alors sa limite est f(x).

que soit le comportement de la suite (Sn(f)(:n))neN La conclusion découle de l'unicité de la
limite et du lemme de Césaro prouvé a la question 4.

Exercice 5 (Théoréme de Féjer LP). Soient p € [1,+o0o] et f € LP(T). Pour tout ¢ € T, on note
ft i x— f(x —t) le t-translaté de f

1. Montrer que || f; — f||p py 0. En déduire que t — || f — f]|, est continue.
ﬁ
Indication. Commencer par traiter le cas ou la fonction f est continue.

Suivant Iindication, commencons par considérer le cas ou f € C%(T). Soit ¢t € T. Comme on
s'intéresse au régime t — 0, on peut supposer que t est le projeté d’un élément de ]—%, % [,
nécessairement unique, que l'on note également t. On a alors :

1
nﬁ—fﬁziévu—w—f@Wﬂlejﬂx—w—quWx<Wﬁ—ﬂ&@ﬂ

Comme f (en tant que fonction de R dans C) est continue sur [—2, 2], elle y est uniformément
continue, ce qui signifie que le terme de droite tend vers 0 lorsque ¢ — 0. Le résultat est donc
établi si f € CO(T).

Soit maintenant f € LP(T), pour tout g € C°(T) on a :

e = Fllp < 1fe = gello + llgr = gllp + I1f = gllp = 2115 = gllp + [lg: = gllp-

On peut donc conclure par densité de C°(T) dans LP(T). Soit ¢ > 0, il existe g € C*(T) tel
que ||f —g|lp < €. En utilisant la cas des fonctions continues pour cette fonction g, pour tout ¢
assez proche de 0 on a ||g: — g, < €. Donc, pour tout ¢ assez proche de 0, on a || fr — f|, < 3e.
Dot [1fy — £}y — 0.

Soient maintenant s et t € T, on a || f; — fs|l, = [|(fr — f) — (fs — f)|lp- Donc

172 = Fllp = 1fs = Fllpl < 1fi = flly = N fima = £llp — 0.

Donc t — || fy — fl|p est continue.



2. Montrer que |lon(f) — fllp SR 0. Ce résultat est appelé théoreme de Féjer LP.
—+00

On réutilise une partie des calculs de la question 2 de 'exercice 4. Soit N € N, pour presque
tout z € T on a:

lon(f)(@) = f(@)]” = (AKN(t)f(x—t)—f(x)!dt>p-

Comme le noyau K est positif et d’intégrale 1, la mesure a densité Ky (t) dt est une mesure
de probabilité sur T. Par le théoréme de Jensen, on a :

\UN(f)(ﬁ)—f(w)\p</TKN(t)ft(ﬂf)—f(ﬂf)!”dt'

Donc, par le théoréme de Fubini—Tonelli

lon(f)(@) — f()[E = / on(f)(@) — f@)P dz < / / Exn(®)lfu(z) - f(2)P dt de

/KN (/m |pdx>dt /KN I — Flzat

< Ky * g(O) = UN(Q)(O)7

ot g:t— | fot — flIb. La fonction g est continue d’aprés la question 1. D’apres le théoréme
de Féjer C° (voir la question 2 de I'exercice 4), on a alors o (g)(0) FYR g(0) = 0. Ainsi on
—+00

a bien on(f) —— f dans LP(T).
N—+oc0

3. En déduire que l'espace des polynémes trigonométriques est dense dans LP(T).
Toute fonction f € LP(T) est limite dans LP(T) de la suite de polyndmes trigonométriques
(on (f))n=o0-

4. Soit f € LY(T), montrer que f( k) ﬁ 0. Ce résultat est le lemme de Riemann—Lebesque.
k|—+o0

Pour tout N e Net k€ Z on a :

on (/) \—

) - f<t>>ek<t>dt\ < lon(f) = fll = 0

d’aprés la question 2. Soit € > 0 et soit N € N tel que |lon(f) — f]|; < e. Pour tout k € Z tel
que |[k| > N onaon(f)(k) =0 donc

)| = |on (k) = Fo)| < llow () = £l < ¢
D’out le résultat.
5. Montrer que I'application L'(T) — C?% définie par f — (]?(k))k , est injective.
€

Soient f et g € L'(T). Si f et g ont les mémes coefficients de Fourier, alors on(f) = on(g)
pour tout N € N. Le théoréme de Féjer dans L'(T) (voir question 2) et 'unicité de la limite
montrent alors que f = g dans L'(T).

Exercice 6 (Théoréme de Jordan-Dirichlet). Soient f € L'(T) et x € T. On suppose que f admet
des limites a gauche et a droite en x, notée f(z_) et f(x4) respectivement. On suppose également
qu'il existe « €]0, %[ tel que :

/ Het ) = 1@ g ¢ oo et / fo =8 = 1@ 4 < 4o,
0 t 0 t
Le but de l'exercice est de montrer que S, (f)(x) f(x‘);f(x*').

n—-+o0o

7



1. Montrer que pour tout n € N :

fa)+ f@y) /% sin((2n + 1)7t)
2 0 sin(7t)

Sulf)(a) (f(z+) — flag) + flz — 1)~ f(z-)) dt.

On utilise les résultats de 'exercice 3 sur le noyau de Dirichlet et son lien avec les sommes
partielles des séries de Fourier. Soit n € N, on a :

S$u(f)(@) = [ # Du(x) = Dy + f(x /D flo—t)dt = /_ Sn(2n ¥ D) e,y ag

1 sin(7t)

1

o [ DT g [*ICRADT g

sin(7rt) 0 sin(7t)

=

=y

_ / sin((?n—i— 1)mt) (Fla+0) + flz— 1) dr.
0 sin(mt)

D’aprés la question 1 de I'exercice 3, 'intégrale de D,, sur une période vaut 1. Comme de plus
D,, est une fonction paire, on en déduit que :

1

flao) + f@s) g [ _ [ sin(@nt D) N
T — () + @) [ Duteyar = [* LI () + pao) at

On obtient le résultat souhaité en soustrayant cette seconde relation a la premiére.

2. Conclure grace au lemme de Riemann-Lebesgue (voir la question 4 de 'exercice 5).
Soit g : T — C la fonction définie par g(t) = ——(f(z +1t) — f(z4) + f(z —t) — f(z_)) si

sin(7t)

t # 0 et g(0) = 0. Montrons que g € L'(T). En utilisant 'imparité de g, on a :

/T|g<t>|dt=/01 e+ = fas) + S = 1) = o)
<[ (‘f(xﬂ) fleg) Lm0 1))

sin(mt) t t
/\fw+t\+\f(x—t)\+!f(w+)\+\f( S
| flem0 =) g A+ o) )

sin(ma)

SlIl

flz+t) - fz
t

dt +

<),
0

< +00.

En effet, pour tout ¢t €]0,[ on a 0 < 2¢ < sin(wt) par concavité de sin(n) sur [0, 3].
D’apres le résultat de la question 1, en utilisant 'imparité de g, on obtient pour tout n € N :

1 1
_ 2 1 2
Su(f)(x) — W — /2 9(t)sin((2n + D)rt)dt = /21 g(t)sin((2n + 1)rt) dt
0 2
1
1 [2 . )
— (2n+1)imt _ —(2n+1)int
5 L g(t) (e e ) dt
1
_ L imt it gy 9+ (—1) —g-(n)
=5/, g(t) (™ ea() — ¢ en () dt = T ,
oit g4 : t +— g(t)et™. Comme g € L' ([—5, %]), c’est aussi le cas de g4 et g_. D’aprés le lemme

de Riemann—Lebesgue, ’expression précédente tend donc vers 0 lorsque n — 400.



