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Feuille 7 – Transformée de Fourier et convolution

Définition. Soit f ∈ C∞(Rd), on dit que la fonction f est à croissance lente si pour tout α ∈ Nd il
existe C ⩾ 0 et k ∈ N tels que |∂αf(x)| ⩽ C⟨x⟩k pour tout x ∈ Rd, où on a noté ⟨x⟩ =

(
1 + ∥x∥2

) 1
2 .

On note OM (Rd) le sous-espace de C∞(Rd) formé par les fonctions à croissance lente.

Exercice 1 (Transformée de Fourier des distributions à support compact). Soit S ∈ E ′(Rd), on
rappelle que Ŝ est continue et qu’il existe k ∈ N et C ⩾ 0 tels que, pour tout ξ ∈ Rd, |Ŝ(ξ)| ⩽ C⟨ξ⟩k.

1. Montrer qu’en fait Ŝ ∈ OM (Rd).
En fait, le cours énonce qu’il existe C ⩾ 0 et k ∈ N tel que |Ŝ| ⩽ C(1 + ∥·∥)k. Mais ξ 7→ ⟨ξ⟩

1+∥ξ∥
est une fonction continue strictement positive sur Rd qui tend vers 1 lorsque ∥ξ∥ → +∞.
En particulier cette fonction est bornée entre deux constantes strictement positives, et la
formulation du cours est donc équivalente à la formulation ci-dessus.
Soit α ∈ Nd, au sens des distributions on a ∂αŜ = F((−iX)αS), par exemple par l’exercice 4
de la feuille 6. Comme S est à support compact, il en est de même de Sα = (−iX)αS. Donc
∂αŜ = Ŝα, et il existe Cα ⩾ 0 et kα ∈ N tels que |Ŝα| ⩽ Cα⟨X⟩kα .
Donc Ŝ admet des dérivées partielles continues à tout ordre, au sens des distributions donc au
sens usuel. Donc Ŝ est C∞, et les majorations précédentes montrent que Ŝ ∈ OM (Rd).

2. (facultatif ) On note e : (ξ, x) 7→ e−ix·ξ et ∂αξ e la dérivée partielle de e d’ordre α rapport à la

variable ξ. Montrer que pour tout α ∈ Nd, ∂αŜ : ξ 7→
〈
S , (∂αξ e)(ξ, ·)

〉
.

Il a été vu en cours que pour tout ξ ∈ Rd, Ŝ(ξ) = ⟨S , e−ξ⟩ = ⟨S , e(ξ, ·)⟩, ce qui règle le cas
α = 0. Soit α ∈ Nd, en appliquant le résultat précédent à Sα, on obtient pour tout ξ ∈ Rd :

∂αŜ(ξ) = Ŝα(ξ) = ⟨Sα , e(ξ, ·)⟩ = ⟨(−iX)αS , e(ξ, ·)⟩ = ⟨S , (−iX)αe(ξ, ·)⟩ =
〈
S ,

(
∂αξ e

)
(ξ, ·)

〉
.

Exercice 2 (Produit de S ′ par OM ). On sait par le cours que S(Rd) et S ′(Rd) sont stables par
multiplication par un polynôme. On va voir qu’en fait ils sont stables par multiplication par un
élément de OM (Rd).

1. Soient ρ ∈ OM (Rd) et p ∈ N, montrer qu’il existe C ⩾ 0 et q ⩾ p tels que Np(ρφ) ⩽ CNq(φ)
pour tout φ ∈ S(Rd).
Soient α et β ∈ Nd de longueurs inférieures à p. Soit φ ∈ S(Rd), pour tout x ∈ Rd,

xα∂α(ρφ)(x) =
∑
γ⩽β

(
β

γ

)
xα∂γρ(x)∂β−γφ(x).

Soit γ ∈ Nd tel que |γ| ⩽ p. Comme ρ ∈ OM (Rd) il existe Cγ ⩾ 0 et kγ ∈ N tels qu’on ait
|∂γρ| ⩽ Cγ⟨X⟩kγ ⩽ Cγ

(
1 + ∥X∥2

)kγ . Par ailleurs, on a déjà vu dans l’exercice 2 de la feuille 6
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qu’il existe Aγ ⩾ 0 tel que ∥
(
1 + ∥X∥2

)kγψ∥∞ ⩽ AγN2kγ (ψ) pour tout ψ ∈ S ′(Rd). Mais alors,
si γ ⩽ β,∣∣∣xα∂γρ(x)∂β−γφ(x)

∣∣∣ ⩽ Cγ

(
1 + ∥x∥2

)kγ ∣∣∣xα∂β−γφ(x)
∣∣∣ ⩽ Cγ∥

(
1 + ∥X∥2

)kγ
Xα∂β−γφ∥∞

⩽ CγAγN2kγ

(
Xα∂β−γφ

)
⩽ Bα,β,γN2kγ+p(φ),

où la dernière inégalité a été vue en cours dans la preuve de la stabilité par ψ 7→ Xα∂β−γψ de
S(Rd). En notant q = max{p+ 2kγ | |γ| ⩽ p} et B = max{Bα,β,γ | |α| ⩽ p, |β| ⩽ p, γ ⩽ β} on
obtient

∥∥Xα∂γρ∂β−γφ
∥∥
∞ ⩽ Bα,β,γN2kγ+p(φ) ⩽ BNq(φ). Et donc

∥Xα∂α(ρφ)∥∞ ⩽
∑
γ⩽β

(
β

γ

)∥∥∥Xα∂γρ∂β−γφ
∥∥∥
∞

⩽ BNq(φ)
∑
γ⩽β

(
β

γ

)
= CNq(φ),

où C ⩾ 0 et q ∈ N dépendent de ρ et p mais pas de φ.
2. Soient T ∈ S ′(Rd) et ρ ∈ OM (Rd), montrer que la forme linéaire sur S(Rd) définie par
φ 7→ ⟨T , ρφ⟩ est une distribution tempérée. On la notera ρT ∈ S ′(Rd).
Soit φ ∈ S(Rd), pour tout p ∈ N il existe q ∈ N et C ⩾ 0 tels que Np(ρφ) ⩽ CNq(φ) < +∞,
d’après la question 1. Donc ρφ ∈ S(Rd). Notons Mρ : φ 7→ ρφ de S(Rd) dans lui-même. Cette
application est linéaire, et elle est continue par la question 1. Donc T ◦Mρ : φ 7→ ⟨T , ρφ⟩ est
linéaire continue de S(Rd) vers C.
À la main, il existe p ∈ N et A ⩾ 0 tels que |⟨T , ψ⟩| ⩽ ANp(ψ) pour tout ψ ∈ S(Rd). Donc
pour tout φ ∈ S(Rd) on obtient

|⟨T , ρφ⟩| ⩽ ANp(ρφ) ⩽ ACNq(φ),

où C ⩾ 0 et q ∈ N sont donnés par la question 1. Ainsi T ◦Mρ : φ 7→ ⟨T , ρφ⟩ définit bien une
distribution tempérée.

Exercice 3 (Convolution D′ ∗ E ′ — facultatif ). Soient T ∈ D′(Rd) et φ ∈ D(Rd), on rappelle que
T ∗φ : x 7→ ⟨τxŤ , φ⟩ = ⟨T , φ(x−·)⟩ est C∞ de Rd dans C, et même T ∗φ ∈ D(Rd) si T ∈ E ′(Rd). On
rappelle également que si T ∈ D′(Rd) et S ∈ E ′(Rd) alors T ∗ S est la distribution φ 7→ ⟨T , Š ∗ φ⟩.

1. Montrer que la convolution est bilinéaire sur D′(Rd)×D(Rd) puis sur D′(Rd)× E ′(Rd).
Soient φ1, φ2 ∈ D(Rd), T1, T2 ∈ D′(Rd), λ et µ ∈ C. Par bilinéarité du crochet on a,

(T1 + λT2) ∗ (φ1 + µφ2)(x) = ⟨T1 + λT2 , (φ1 + µφ2)(x− ·)⟩
= ⟨T1 , φ1(x− ·)⟩+ λ⟨T2 , φ1(x− ·)⟩+ µ⟨T1 , φ2(x− ·)⟩+ λµ⟨T2 , φ2(x− ·)⟩
= T1 ∗ φ1(x) + λT2 ∗ φ1(x) + µT1 ∗ φ2(x) + λµT2 ∗ φ2(x)

pour tout x ∈ Rd. Donc la convolution est bilinéaire de D′(Rd) × D(Rd) vers C∞(Rd). Par
restriction, elle l’est aussi de E ′(Rd)×D(Rd) vers D(Rd).
Soient maintenant T1, T2 ∈ D′(Rd), S1, S2 ∈ E ′(Rd), λ et µ ∈ C. Pour tout φ ∈ D(Rd), on a

ˇ(S1 + µS2) ∗φ = Š1 ∗φ+ µŠ2 ∗φ par le cas précédent. Par bilinéarité du crochet de nouveau,

⟨(T1 + λT2) ∗ (S1 + µS2) , φ⟩ =
〈
T1 + λT2 , ˇ(S1 + µS2) ∗ φ

〉
=

〈
T1 + λT2 , Š1 ∗ φ+ µŠ2 ∗ φ

〉
= ⟨T1 , Š1 ∗ φ⟩+ λ⟨T2 , Š1 ∗ φ⟩+ µ⟨T1 , Š2 ∗ φ⟩+ λµ⟨T2 , Š2 ∗ φ⟩
= ⟨T1 ∗ S1 + λT2 ∗ S1 + µT1 ∗ S2 + λµT2 ∗ S2 , φ⟩.

Donc la convolution est bilinéaire de D′(Rd)× E ′(Rd) vers D′(Rd).
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2. Soient T ∈ D′(Rd), φ ∈ D(Rd) et a ∈ Rd, montrer que τaT ∗ φ = τa(T ∗ φ) = T ∗ τaφ.
Pour tout x ∈ Rd,

τaT ∗ φ(x) = ⟨τaT , φ(x− ·)⟩ = ⟨T , τ−a(φ(x− ·))⟩
= ⟨T , φ(x− a− ·)⟩ = T ∗ φ(x− a) = τa(T ∗ φ)(x)
= ⟨T , φ(x− · − a)⟩ = ⟨T , (τaφ)(x− ·)⟩ = T ∗ τaφ(x).

D’où le résultat.

3. Soient T ∈ D′(Rd), S ∈ E ′(Rd) et a ∈ Rd, montrer que τa(T ∗ S) = τaT ∗ S = T ∗ τaS.
Pour tout φ ∈ D(Rd), en utilisant la question 2 on a

⟨τa(T ∗ S) , φ⟩ = ⟨T ∗ S , τ−aφ⟩ = ⟨T , Š ∗ τ−aφ⟩
= ⟨T , τ−a

(
Š ∗ φ

)
⟩ = ⟨τaT , Š ∗ φ⟩ = ⟨τaT ∗ S , φ⟩

= ⟨T ,
(
τ−aŠ

)
∗ φ⟩ = ⟨T , ˇ(τaS) ∗ φ⟩ = ⟨T ∗ τaS , φ⟩,

où on a utilisé la relation τ−aŠ = ˇ(τaS). Le résultat est donc établi sous réserve que l’on prouve
cette relation. Or, pour tout ψ ∈ D(Rd),

⟨τ−aŠ , ψ⟩ = ⟨Š , τaψ⟩ = ⟨S , ˇτaψ⟩ = ⟨S , ˇψ(· − a)⟩ = ⟨S , ψ(− · −a)⟩ = ⟨S , ψ̌(·+ a)⟩
= ⟨S , τ−aψ̌⟩ = ⟨τaS , ψ̌⟩ = ⟨ ˇ(τaS) , φ⟩,

ce qui prouve la relation souhaitée.

4. En déduire une expression simple de la distribution T ∗(∂αδa) où α ∈ Nd, a ∈ Rd et T ∈ D′(Rd).
Remarquons déjà que ∂αδa = τa(∂

αδ0) = ∂α(τaδ0). En utilisant la question 3 on obtient

T ∗ ∂αδa = T ∗ ∂α(τaδ0) = ∂αT ∗ τaδ0 = τa(∂
αT ) ∗ δ0 = τa(∂

αT ) = ∂α(τaT ).

Exercice 4 (Convolution de fonctions au sens des distributions). Soient p, q et r ∈ [1,+∞] tels que
1
p +

1
q = 1+ 1

r . Soient f ∈ Lp(Rd) et g ∈ Lq(Rd), de sorte que f ∗ g ∈ Lr(Rd). On suppose que g est
nulle presque partout hors d’un compact K ⊂ Rd. Montrer que Tf ∗ Tg = Tf∗g.
Comme g|Rd\K = 0 presque partout, on a supp(Tg) ⊂ K et donc Tg ∈ E ′(Rd). Soit φ ∈ D(Rd), pour
tout y ∈ Rd on a

Ťg ∗ φ(y) = ⟨τyTg , φ⟩ = ⟨Tg , τ−yφ⟩ =
∫
Rd

g(z)φ(z + y) dz =

∫
Rd

g(x− y)φ(x) dx.

Donc, en raisonnant formellement dans un premier temps :

⟨Tf ∗ Tg , φ⟩ = ⟨Tf , Ťg ∗ φ⟩ =
∫
Rd

f(y)

(∫
Rd

g(x− y)φ(x) dx

)
dy

=

∫
Rd

φ(x)

(∫
Rd

f(y)g(x− y) dy

)
dx =

∫
Rd

(f ∗ g)(x)φ(x) dx = ⟨Tf∗g , φ⟩.

Pour conclure, il suffit de justifier l’échange des intégrales. On va pour cela prouver que la fonction
(x, y) 7→ φ(x)f(y)g(x− y) est intégrable sur Rd × Rd, ce qui permettra d’appliquer le théorème de
Fubini.
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Par Fubini–Tonnelli, on a :∫
Rd×Rd

|φ(x)||f(y)||g(x− y)| dx dy =

∫
Rd

|φ(x)|
(∫

Rd

|f(y)||g(x− y)|dy
)
dx

=

∫
supp(φ)

|φ(x)|(|f | ∗ |g|)(x) dx

⩽ ∥φ∥∞
∫
supp(φ)

(|f | ∗ |g|)(x) dx.

Comme f ∈ Lp(Rd) et g ∈ Lq(Rd), on a |f |∗|g| ∈ Lr(Rd) ⊂ L1
loc(Rd). Le support de φ étant compact

le dernier terme est fini, ce qui prouve l’intégrabilité souhaitée.

Exercice 5 (Distributions harmoniques). On sait par le cours que ∆ admet une solution fondamen-
tale (en particulier une paramétrix) E ∈ D′(Rd) telle que supp(E) = Rd et supp sing(E) = {0}. Cela
implique pour tout T ∈ D′(Rd) que supp sing(T ) = supp sing(∆T ), en particulier les distributions
harmoniques sont lisses. On va donner une démonstration plus élémenaire de ce dernier point.

1. Montrer que ∆ admet une paramétrix Π ∈ E ′(Rd).
On a E ∈ D′(Rd) telle que ∆E = δ0. Soit χ ∈ D(Rd) une fonction plateau constante à 1 sur
la boule B de centre 0 et de rayon 1. On pose Π = χE ∈ E ′(Rd). On a alors

δ0 = ∆E = ∆(χE + (1− χ)E) = ∆Π+∆((1− χ)E)︸ ︷︷ ︸
:=w

Comme χ ≡ 1 sur B, on a ((1− χ)E)|B = 0 ∈ C∞(B). Par ailleurs ((1− χ)E)|Rd\{0} est C∞

car E est lisse hors de 0. Donc au final (1− χ)E ∈ C∞(Rd) et w ∈ C∞(Rd).

2. En déduire que si T ∈ D′(Rd) est harmonique alors T est une fonction C∞ sur Rd.
On a Π ∈ E ′(Rd) et w ∈ C∞(Rd) tels que ∆Π = δ0+w. Soit R > 0 tel que supp(Π) ⊂ B(0, R),
alors w = δ0 −∆Π est nulle hors de B(0, R) et donc w ∈ D(Rd). Pour tout T ∈ D′(Rd) on a
donc

T = T ∗ δ0 = T ∗ (∆Π− w) = T ∗∆Π︸ ︷︷ ︸
D′∗E ′

−T ∗ w︸ ︷︷ ︸
D′∗D

= ∆T ∗Π− T ∗ w

Si ∆T = 0 alors T = −T ∗ w ∈ C∞(Rd).

3. Si T ∈ S ′(Rd) est harmonique, montrer que T est un polynôme.
C’est un cas particulier d’un résultat du cours. Notons P =

∑d
i=1X

2
i , de sorte que ∆ = P (∂).

Alors −∥·∥2 est le symbole de ∆, qui ne s’annule pas hors de 0. Les solutions de ∆T = 0 dans
S ′(Rd) sont donc polynômiales.
À la main, soit T ∈ S ′(Rd) harmonique. On passe en Fourier dans l’équation ∆T = 0 ce qui
nous donne : 0 = ∆̂T = P̂ (∂)T = P (iξ)T̂ = −∥ξ∥2T̂ . Donc T̂|Rd\{0} = 0 et T̂ est supportée
en 0. Il existe donc m ∈ N et une famille (aα)|α|⩽m de complexes, indexée par les multi-indices
α ∈ Nd de longueur au plus m, telle que T̂ =

∑
|α|⩽m aα∂

αδ0. On applique la transformation
de Fourier de part et d’autre. En utilisant la formule d’inversion on obtient :

(2π)dŤ =
∑

|α|⩽m

aα∂̂αδ0 =
∑

|α|⩽m

aα(ix)
αδ̂0 =

∑
|α|⩽m

aα(ix)
α.

Finalement T = ( 1
2π )

d
∑

|α|⩽m(−i)|α|aαXα.
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Remarque. Attention, les polynômes sont tous dans S ′(Rd) et leurs transformées de Fourier
sont supportées en 0, mais ils ne sont pas tous harmoniques. Par exemple ∆(

∑d
i=1X

2
i ) = 2d.

4. Si T ∈ D′(Rd) est harmonique et bornée, montrer que T est constante.
On a vu dans la question 2 que si ∆T = 0 alors T ∈ C∞(Rd). Cela a alors du sens de dire que
T est bornée. Si c’est le cas T ∈ S ′(Rd), et par la question 3 on a T ∈ C[X1, · · · , Xd].
Ainsi T est un polynôle borné donc constant. Précisons un peu, en raisonnant par l’absurde.
Si T n’était pas constant, il existerait une droite vectorielle, disons Ru avec u ∈ Sd−1, sur
laquelle il n’est pas constant. La fonction P : t 7→ T (tu) serait alors une fonction polynomiale
d’une variable non constante. On aurait donc |T (tu)| = |P (t)| −−−−→

t→+∞
+∞, ce qui contredirait

le fait que T est borné.

Exercice 6 (Fonctions propres du laplacien). Dans cet exercice, on s’intéresse aux solutions de
l’équation ∆T + λT = 0, où λ ∈ C et T ∈ S ′(Rd) est l’inconnue.

1. Soient λ ∈ C et T ∈ S ′(Rd) telle que ∆T + λT = 0, montrer que T ∈ C∞(Rd).
Notons P = λ+

∑d
i=1X

2
i de sorte que ∆+λ Id = P (∂). Comme T ∈ S ′(Rd) on peut passer en

Fourier dans l’égalité P (∂)T = (∆+λ Id)T = 0. On obtient 0 = P (iξ)T̂ = (λ−∥ξ∥2)T̂ , et donc
supp(T̂ ) ⊂ {ξ ∈ Rd | ∥ξ∥2 = λ}. Le support de T̂ est donc inclus dans la sphère de rayon

√
λ

si λ ∈ R+ et ∅ sinon. Donc T̂ ∈ E ′(Rd). Par la formule d’inversion de Fourier, (2π)dŤ = F(T̂ ).
D’après l’exercice 1, cette fonction est lisse, et donc T ∈ C∞(Rd).
On peut aussi sortir l’artillerie lourde. Le symbole principal de P (∂) est −∥·∥2 donc P (∂) est
elliptique. D’après le cours il admet une paramétrix Π ∈ S ′(Rd) telle que supp sing(Π) = {0}.
Alors supp sing(T ) = supp sing(P (∂)T ) = ∅ et donc T est lisse.

2. Pour quels λ ∈ C existe-t-il T ∈ S ′(Rd) non nulle telle que ∆T + λT = 0.
On vient de voir que si ∆T + λT = 0 alors T̂ est telle que supp(T̂ ) ⊂

{
ξ ∈ Rd

∣∣ ∥ξ∥2 = λ
}
.

Si λ /∈ R+ on a supp(T̂ ) = ∅, donc T̂ = 0, et donc T = 0. Cela revient à reprouver dans un cas
particulier le résultat du cours affirmant que si le symbole ξ 7→ P (iξ) = λ − ∥ξ∥2 ne s’annule
pas sur Rd alors P (∂) : S ′(Rd) → S ′(Rd) est injectif.
Si λ = 0, alors T̂ est supportée en 0. Par exemple, pour T̂ = δ0 on obtient T = (2π)d qui
est bien une solution non nulle de ∆T = 0. Plus généralement, les polynômes harmoniques
donnent des solutions non nulles de ∆T = 0, voir exercice 5.
On suppose désormais que λ ∈ R∗

+, et on procède par analyse-synthèse. Si ∆T + λT = 0 alors
T̂ est supportée sur la sphère Sλ de rayon

√
λ centrée en 0. Attention, la réciproque n’est pas

vraie, on peut avoir T̂ supportée sur Sλ mais (λ−∥ξ∥2)T̂ ̸= 0 et donc ∆T+λT ̸= 0. Cependant,
si on suppose de plus que T̂ est d’ordre 0, on a montré dans l’exercice 2 de la feuille 3 que
(λ − ∥ξ∥2)T̂ = 0, et donc ∆T + λT = 0. Il s’agit donc de construire T̂ ∈ S ′(Rd) d’ordre 0 et
supportée sur Sλ.
On peut considérer le cas où T̂ = δa avec ∥a∥2 = λ, ce qui correspond à T = (2π)dea. On
vérifie d’ailleurs à la main que ∆ea = −∥a∥2ea.
On peut construire d’autres exemples. Dans l’exercice 7 de la feuille 6, on a construit une
mesure de Radon µ ∈ E ′(Rd) ⊂ S ′(Rd) supportée par la sphère unité (en fait la mesure de
probabilité sur S1 uniforme sous l’action de Od(R)). En mimant cette construction on définit
de même la mesure de probabilité uniforme µλ sur Sλ. Plus simplement µλ peut être obtenue
par dilatation de µ en posant

∀φ ∈ E(Rd), ⟨µλ , φ⟩ =
∫
Rd

φ(x) dµλ(x) :=

∫
Rd

φ
(√

λx
)
dµ(x) = ⟨µ , φ(

√
λ·)⟩.
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On obtient ainsi µλ ∈ E ′(Rd) qui est une une distribution d’ordre 0 supportée par Sλ. No-
tamment (λ − ∥ξ∥2)µλ = 0 par l’exercice 2 de la feuille 3. Soit Tλ = (2π)−dµ̂λ, par inversion
de Fourier on obtient que T̂λ = µ̌λ = µλ (invariance de µλ par − Id, ou calcul direct). Donc
∆Tλ + λTλ = 0, et Tλ ̸= 0 sinon on aurait µλ = 0.
Finalement ∆T + λT = 0 a des solutions non nulles dans S ′(Rd) (donc dans C∞(Rd)) si et
seulement si λ ∈ R+.

Exercice 7 (Solution fondamentale de l’opérateur de la chaleur). Soit H = 1]0,+∞[ la fonction de
Heaviside, on considère la fonction F : R2 → R définie par :

F : (t, x) 7−→ H(t)√
4πt

exp

(
−x

2

4t

)
.

1. Vérifier que F ∈ D′(R2).
Il suffit de vérifier que F ∈ L1

loc(R2). Soit K ⊂ R2 un compact, il existe M > 0 tel que
K ⊂ [−M,M ]2. On a alors :

∫
K
|F (t, x)|dtdx ⩽

∫
[−M,M ]2

|F (x, t)|dtdx =

∫ M

t=0

∫ M

x=−M

e−
x2

4t

√
4πt

dx dt ⩽ 2M

∫ M

0

1√
4πt

dt

⩽
M√
π

∫ M

0

1√
t
dt < +∞.

Donc F ∈ L1
loc(R2) ⊂ D′(R2).

2. Montrer que ∂tF − ∂2xF = 0 sur R∗
+ × R.

Sur R∗
+ × R, la fonction F est C∞. En particulier, ses dérivées au sens des distributions coïn-

cident avec ses dérivées usuelles. Il suffit donc de faire le calcul. Pour tout t > 0 et x ∈ R,

∂tF (t, x) = −1

2

1
√
4πt

3 4π exp

(
−x

2

4t

)
+

1√
4πt

exp

(
−x

2

4t

)
x2

4t2
= F (t, x)

(
x2

4t2
− 1

2t

)
.

Et d’autre part,

∂xF (t, x) =
1√
4πt

exp

(
−x

2

4t

)(
−2x

4t

)
= − x

2t
F (t, x)

∂2xF (t, x) = − 1

2t
F (t, x)− x

2t
∂xF (t, x) = F (t, x)

(
x2

4t2
− 1

2t

)
.

On obtient donc bien ∂tF (t, x)− ∂2xF (t, x) = 0.
3. Soit φ ∈ D(R2), prouver que〈

∂tF − ∂2xF ,φ
〉
= lim

ε→0+

∫
R
F (ε, x)φ(ε, x) dx. (1)

Sur R∗ ×R, la fonction F est C∞ et ∂tF − ∂2xF = 0. Sur R2 entier, il faut calculer ∂tF − ∂2xF
au sens des distributions. Comme F ∈ L1

loc(R2),〈
∂tF − ∂2xF ,φ

〉
= ⟨∂tF ,φ⟩ −

〈
∂2xF ,φ

〉
= −⟨F , ∂tφ⟩ −

〈
F , ∂2xφ

〉
= −

〈
F , ∂tφ+ ∂2xφ

〉
= −

∫
R2

F (t, x)
(
∂tφ(t, x) + ∂2xφ(t, x)

)
dt dx.

(i)
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Comme φ ∈ D(R2), la fonction ∂tφ+ ∂2xφ est bornée, et nulle hors de supp(φ). Par ailleurs F
est intégrable sur le compact supp(φ). Donc au final, F

(
∂tφ+ ∂2xφ

)
est intégrable sur R2. On

a donc∫
R2

F (t, x)
(
∂tφ(t, x) + ∂2xφ(t, x)

)
dtdx =

∫
]0,+∞[×R

F (t, x)
(
∂tφ(t, x) + ∂2xφ(t, x)

)
dtdx

= lim
ε→0+

∫
]ε,+∞[×R

F (t, x)
(
∂tφ(t, x) + ∂2xφ(t, x)

)
dt dx.

(ii)
Soit ε > 0. Soit x ∈ R, par intégration par parties on obtient :∫ +∞

ε
F (t, x)∂tφ(t, x) dt = [F (t, x)φ(t, x)]+∞

ε −
∫ +∞

ε
∂tF (t, x)φ(t, x) dt

= −F (ε, x)φ(ε, x)−
∫ +∞

ε
∂tF (t, x)φ(t, x) dt.

Donc∫
]ε,+∞[×R

F (t, x)∂tφ(t, x) dt dx = −
∫
R
F (ε, x)φ(ε, x) dx−

∫
]ε,+∞[×R

∂tF (t, x)φ(t, x) dtdx.

Soit t > ε, en intégrant deux fois par parties et en utilisant le fait que φ est à support compact :∫
R
F (t, x)∂2xφ(t, x) dx = −

∫
R
∂xF (t, x)∂xφ(t, x) dx =

∫
R
∂2xF (t, x)φ(t, x) dx.

Donc ∫
]ε,+∞[×R

F (t, x)∂2xφ(t, x) dtdx =

∫
]ε,+∞[×R

∂2xF (t, x)φ(t, x) dtdx.

Finalement, en utilisant la question 2,∫
]ε,+∞[×R

F (t, x)
(
∂tφ(t, x) + ∂2xφ(t, x)

)
dt dx

= −
∫
R
F (ε, x)φ(ε, x) dx+

∫
]ε,+∞[×R

(
∂2xF (t, x)− ∂tF (t, x)

)
φ(t, x) dtdx

= −
∫
R
F (ε, x)φ(ε, x) dx.

(iii)
En combinant les équations (i), (ii) et (iii), on obtient bien la relation (1).

4. Soit P = T−X2 ∈ R[T,X], afin que P (∂) = ∂t−∂2x. Déduire de ce qui précède que P (∂)F = δ0.
On utilise la question 3. Soit φ ∈ D(R2), on a

〈
∂tF − ∂2xF ,φ

〉
= limε→0+

∫
R F (ε, x)φ(ε, x) dx.

Pour tout ε > 0, la fonction F (ε, ·) est la densité gaussienne de variance 2ε. En particulier,
F (ε, ·) = 1√

ε
F (1, ·√

ε
) −−−→

ε→0
δ0 dans D′(R). Comme φ ∈ D(R2), on peut espérer avoir la

convergence φ(ε, ·) −−−→
ε→0

φ(0, ·) dans D(R). Par bicontinuité du crochet on aurait alors∫
R
F (ε, x)φ(ε, x) dx = ⟨F (ε, ·) , φ(ε, ·)⟩ −−−→

ε→0
⟨δ0 , φ(0, ·)⟩ = φ(0, 0) = ⟨δ0 , φ⟩.
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La convergence de φ(ε, ·) vers φ(0, ·) étant pénible à établir au sens de D(R), on va suivre un
chemin différent, par un calcul direct. Soit ε > 0, par le théorème des accroissements finis,∣∣∣∣∫

R
F (ε, x)φ(ε, x) dx− φ(0, 0)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
R
F (ε, x)(φ(ε, x)− φ(0, 0)) dx

∣∣∣∣
⩽

∫
R
F (ε, x)|φ(ε, x)− φ(0, 0)| dx

⩽
∫
R
F (ε, x)∥(ε, x)∥∥Dφ∥∞ dx

⩽ ∥Dφ∥∞
(
ε

∫
R
F (ε, x) dx+

∫
R
|x|F (ε, x) dx

)
⩽ ∥Dφ∥∞

(
ε+

∫
R
|x|F (ε, x) dx

)
De plus,∫

R
|x|F (ε, x) dx =

1√
4πε

∫
R
|x|e−

x2

4ε dx =
1√
πε

∫ +∞

0
xe−

x2

4ε dx =
1√
πε

[
−2εe−

x2

4ε

]+∞

0

=

√
4ε

π
.

Donc ∣∣∣∣∫
R
F (ε, x)φ(ε, x) dx− φ(0, 0)

∣∣∣∣ = O
(√
ε
)
−−−→
ε→0

0.

Ainsi, on a bien〈
∂tF − ∂2xF ,φ

〉
= lim

ε→0+

∫
R
F (ε, x)φ(ε, x) dx = φ(0, 0) = ⟨δ0 , φ⟩,

et donc ∂tF − ∂2xF = δ0.

5. Soit S ∈ E ′(R2), montrer qu’il existe T ∈ D′(R2) tel que ∂tT − ∂2xT = S.
Comme P (∂) possède une solution fondamentale F ∈ D′(R2), on peut construire par convolu-
tion les solutions de l’équation P (∂)T = S. Soit T = F ∗ S ∈ D′(R2), on a

P (∂)T = P (∂)(F ∗ S) = P (∂)F ∗ S = δ0 ∗ S = S.

6. Décrire les S ∈ E ′(R2) telles que ∂tS − ∂2xS = 0.
D’après le cours, comme P (∂) admet une solution fondamentale, cet opérateur linéaire est
injectif de E ′(Rd) dans lui-même. Rappelons rapidement l’argument. Soit S ∈ E ′(Rd) on a

S = δ0 ∗ S = P (∂)F ∗ S = F ∗ P (∂)S.

Donc si P (∂)S = 0 alors S = 0.

7. Existe-t-il des T ∈ D′(R2) non nulles telles que ∂tT − ∂2xT = 0 ?
Oui, les fonctions constantes par exemple.

8. (facultatif ) Montrer que supp sing(F ) = {0}.
Indication. Montrer par récurrence sur |α| que pour tout α ∈ N2 il existe Qα ∈ R[T,X] et
kα ∈ N tels que ∂αF (t, x) = t−kαF (t, x)Qα(t, x) pour tout (t, x) ∈ R∗ × R.
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Déjà 0 ∈ supp sing(F ). Sinon il existerait un voisinage de 0 sur lequel F est C∞, mais alors
P (∂)F = δ0 serait C∞ au voisinage de 0, ce qui est absurde. On va montrer que F est C∞ sur
R2 \ {0}, c’est-à-dire que supp sing(F ) = {0}.
Il est clair que F est C∞ sur R∗ ×R. Prouvons l’indication. Pour α = 0 c’est vrai avec Q0 = 1
et k0 = 0. Supposons le résultat vrai pour tous les multi-indices de longueur l, soit α ∈ N2 tel
que |α| = l + 1. Il existe β ∈ N2 tel que |β| = l et ∂α = ∂t∂

β ou ∂α = ∂x∂
β . En reprenant les

calculs de la question 2 sur R∗
+ × R, dans le premier cas on a :

∂αF (t, x) = ∂t

(
t−kβFQβ

)
(t, x)

= −kβt−kβ−1F (t, x)Qβ(t, x) + t−kβ∂tF (t, x)Qβ(t, x) + t−kβF (t, x)∂tQβ(t, x)

= t−kβ−2F (t, x)

(
−kβtQβ(t, x) +

x2 − 2t

4
Qβ(t, x) + t2∂tQβ(t, x)

)
︸ ︷︷ ︸

=Qα(t,x)

.

Dans le second cas :

∂αF (t, x) = ∂x

(
t−kβFQβ

)
(t, x) = t−kβ∂xF (t, x)Qβ(t, x) + t−kβF (t, x)∂xQβ(t, x)

= t−kβ−1F (t, x)
(
−x
2
Qβ(t, x) + t∂xQβ(t, x)

)
︸ ︷︷ ︸

=Qα(t,x)

.

Ces formules sont immédiatement vraies sur R∗
− ×R où tous les termes sont nuls. Ceci établit

l’hérédité, et prouve le résultat souhaité par récurrence.
Soit x0 ∈ R∗, pour tout α ∈ N2 on a t−kαF (t, x) −−−−−−−−→

(t,x)→(0,x0)
0. Comme Qα est continu

sur R2, on a donc ∂αF (t, x) −−−−−−−−→
(t,x)→(0,x0)

0. Donc ∂αF se prolonge continuement par 0 sur

{0} × R∗ ⊂ R2.
Soit α ∈ N2. Pour tout x ̸= 0, t 7→ ∂αF (t, x) est dérivable sur R∗ et sa dérivée se prolonge
continument par 0 en 0. Cette fonction est donc dérivable sur R et sa dérivée en 0 est nulle.
Donc ∂t∂αF est bien définie sur R2 \ {0} et coincide avec l’extension continue de ∂t∂αF|R∗×R.
Dans l’autre direction, ∂x∂αF est directement bien définie sur R2 \ {0} et continue. Donc F
admet des dérivées partielles continues à tout ordre sur R2 \ {0}. Donc F est C∞ sur R2 \ {0}.
Donc supp sing(F ) = {0}.

9. Soient f ∈ C∞(R2) et T ∈ D′(R2) telle que ∂tT − ∂2xT = f , montrer que T ∈ C∞(R2).
L’opérateur P (∂) = ∂t − ∂2x admet une solution fondamentale (donc une paramétrix) dont le
support singulier est {0}. Par le cours, supp sing(T ) = supp sing(P (∂)T ) = supp sing(f) = ∅
dans ce cas. Donc T est lisse.

Remarque. • L’équation de la chaleur régit l’évolution de la température, ou de façon équiva-
lente de l’énergie thermique, dans un matériau au cours du temps. Si U(t, x) dénote l’énergie
thermique au point x à l’instant t, en l’absence de source de chaleur dans le milieu, cette éner-
gie évolue selon l’équation ∂tU −∆xU = 0. En présence de sources de chaleur, cette équation
devient ∂tU − ∆xU = f , où le terme de source f(t, x) correspond à l’énergie apportée au
système au point x à l’instant t. Dans le cas d’un système à une dimension d’espace, une tige
ou un fil par exemple, cette équation s’écrit ∂tU − ∂2xU = f .

• Dans l’exercice 7 on a résolu l’équation de la chaleur unidimensionnelle avec terme de source
δ(0,0), et la solution obtenue est nulle à l’infini. On pourra penser à un fil, initialement avec
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un profil de température uniforme, que l’on chauffe brutalement en un point, par exemple par
une impulsion laser apportant ponctuellement une unité d’énergie.

Exercice 8 (Transformation de Fourier et convolution dans S ′). Dans cet exercice on s’intéresse
aux interactions entre transformation de Fourier et convolution.

1. Soient ρ ∈ S(Rd) et p ∈ N, montrer qu’il existe C > 0 tel que ∀φ ∈ S(Rd), Np(φ∗ρ) ⩽ CNp(φ).
Soient α et β ∈ Nd de longueur au plus p. Pour tout x ∈ Rd on a :

xα∂β(φ ∗ ρ)(x) = xα
(
(∂βφ) ∗ ρ

)
(x) =

∫
Rd

(x− y + y)α∂βφ(y)ρ(x− y) dy

=
∑
γ⩽α

(
α

γ

)∫
Rd

yγ∂βφ(y)(x− y)α−γρ(x− y) dy.

Donc ∣∣∣xα∂β(φ ∗ ρ)(x)
∣∣∣ ⩽ ∑

γ⩽α

(
α

γ

)∥∥∥yγ∂βφ∥∥∥
∞

∫
Rd

|x− y|α−γ |ρ(x− y)| dy

⩽ Np(φ)
∑
γ⩽α

(
α

γ

)∫
Rd

|z|α−γ |ρ(z)| dz ⩽ CαNp(φ),

où Cα > 0 est une constante ne dépendant que de ρ et α. Dans la dernière étape, on a utilisé
le fait que ρ ∈ S(Rd) implique l’intégrabilité de z 7→ |z|α−γ |ρ(z)|.
On pose C = max|α|⩽pCα. D’après le calcul précédent, pour tout α et β ∈ Nd de longueur au
plus p on a : ∥∥∥xα∂β(φ ∗ ρ)

∥∥∥
∞

⩽ CNp(φ),

ce qui prouve le résultat.

2. Soient φ et ρ ∈ S(Rd), montrer que φ ∗ ρ ∈ S(Rd) et que φ̂ ∗ ρ = φ̂ ρ̂.
Soient α et β ∈ Nd et notons p = max(|α|, |β|). D’après la question précédente, on a :∥∥∥xα∂β(φ ∗ ρ)

∥∥∥
∞

⩽ CNp(φ) < +∞.

Donc, pour tout p ∈ N, Np(φ ∗ρ) < +∞ et φ ∗ρ ∈ S(Rd). Calculons la transformée de Fourier
de φ ∗ ρ ∈ S(Rd) ⊂ L1(Rd). Pour tout ξ ∈ Rd,

φ̂ ∗ ρ(ξ) =
∫
Rd

e−ix·ξ
∫
Rd

φ(y)ρ(x− y) dy dx =

∫
Rd

e−iy·ξφ(y)

∫
Rd

e−i(x−y)·ξρ(x− y) dx dy

=

∫
Rd

e−iy·ξφ(y)

∫
Rd

e−iz·ξρ(z) dz dy = ρ̂(ξ)φ̂(ξ).

Il reste à justifier qu’on peut bien intervertir les intégrales par Fubini. C’est le cas car∫
Rd

∫
Rd

|e−ix·ξφ(y)ρ(x− y)| dy dx =

∫
Rd

∫
Rd

|φ(y)||ρ(x− y)|dy dx ⩽ ∥φ∥L1∥ρ∥L1 < +∞.
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3. Soient S ∈ E ′(Rd) et ρ ∈ S(Rd), montrer que S ∗ ρ ∈ S ′(Rd) ∩ C∞(Rd) et que, pour tout
φ ∈ S(Rd), on a ⟨S ∗ ρ , φ⟩ = ⟨S , ρ̌ ∗ φ⟩.
Comme S(Rd) ⊂ E(Rd), la convolée S ∗ ρ : x 7→ ⟨τxŠ , φ⟩ est bien définie. D’après le cours,
c’est une fonction C∞ sur Rd telle que ⟨S ∗ρ , φ⟩ = ⟨S , ρ̌∗φ⟩ pour tout φ ∈ D(Rd). En d’autres
termes, l’élément de D′(Rd) associé à la fonction S ∗ ρ est φ 7→ ⟨S , ρ̌ ∗ φ⟩.
Soit φ ∈ S(Rd), par la question 2 on a ρ̌∗φ ∈ S(Rd). Comme S ∈ E ′(Rd) ⊂ S ′(Rd), l’expression
⟨S , ρ̌∗φ⟩ a bien du sens. Donc φ 7→ ⟨S , ρ̌∗φ⟩ définit une forme linéaire sur S(Rd) qui prolonge
S ∗ ρ ∈ D′(Rd).
Montrons que ce prolongement est continu. Comme S ∈ S ′(Rd), il existe A ⩾ 0 et p ∈ N tel
que |⟨S , ψ⟩| ⩽ ANp(ψ) pour tout ψ ∈ S(Rd). Alors, pour tout φ ∈ S(Rd) on a

|⟨S , ρ̌ ∗ φ⟩| ⩽ ANp(ρ̌ ∗ φ) ⩽ ACNp(φ),

d’après la question 1. Le prolongement définit donc bien un élément de S ′(Rd). Dorénavant on
notera encore ce prolongement S∗ρ, de sorte que S∗ρ ∈ S ′(Rd)∩C∞(Rd) et ⟨S∗ρ , φ⟩ = ⟨S , ρ̌∗φ⟩
pour tout φ ∈ S(Rd).

4. Montrer que Ŝ ∗ ρ = Ŝρ̂ et en déduire qu’en fait S ∗ ρ ∈ S(Rd).
Comme S ∗ ρ ∈ S ′(Rd) sa transformée de Fourier est bien définie. Par ailleurs Ŝ ∈ OM (Rd)
d’après l’exercice 1 et donc Ŝρ̂ ∈ S(Rd) ⊂ S ′(Rd) par la question 1 de l’exercice 2. Les deux
termes de l’égalité à démontrer on donc bien du sens dans S ′(Rd).
Pour tout φ ∈ S(Rd) on a :〈

Ŝ ∗ ρ , φ
〉
= ⟨S ∗ ρ , φ̂⟩ = ⟨S , ρ̌ ∗ φ̂⟩ =

〈
Ŝ ,F−1(ρ̌ ∗ φ̂)

〉
.

La formule d’inversion de Fourier dit que F−1 : ψ 7→ 1
(2π)d

ψ̂(−·). En utilisant le résultat de la
question 2, on a :

F−1(ρ̌ ∗ φ̂) = 1

(2π)d
(̂ρ̌ ∗ φ̂)(−·) = 1

(2π)d
̂̂φ(−·)̂̌ρ(−·) = F−1(φ̂)ˇ̂ρ(−·) = φρ̂.

Finalement
〈
Ŝ ∗ ρ , φ

〉
=

〈
Ŝ , φρ̂

〉
=

〈
ρ̂Ŝ , φ

〉
, pour tout φ ∈ S(Rd), d’où Ŝ ∗ ρ = Ŝρ̂. Puisque

F : S ′(Rd) → S ′(Rd) induit une bijection de S(Rd) dans lui-même, S ∗ρ = F−1
(
Ŝρ̂

)
∈ S(Rd).

5. Soient S ∈ E ′(Rd) et p ∈ N, montrer qu’il existe C ⩾ 0 et q ⩾ p tels que Np(S ∗ φ) ⩽ CNq(φ)
pour tout φ ∈ S(Rd).

Indication. Utiliser les questions précédentes et la continuité de F : S(Rd) → S(Rd).

On sait par le cours que pour tout k ∈ N il existe Ck,d ⩾ 0 tel queNk(ψ̂) ⩽ Ck,dNk+d+1(ψ) pour

tout ψ ∈ S(Rd). On a aussi Nk(ψ) ⩽ Ck,dNk+d+1(
ˇ̂
ψ) = Ck,dNk+d+1(ψ̂) car ψ = F

(
(2π)−d ˇ̂ψ

)
.

On va utiliser ces inégalité qui traduisent la continuité de F et F−1.

Soit φ ∈ S(Rd), comme S∗φ ∈ S(Rd) on aNp(S∗φ) ⩽ Cp,dNp+d+1

(
Ŝ ∗ φ

)
= Cp,dNp+d+1

(
Ŝφ̂

)
par la question 4. Comme S ∈ E ′(Rd), sa transformée de Fourier est dans OM (Rd) par l’exer-
cice 1. En appliquant la question 1 de l’exercice 2 avec ρ = Ŝ, il existe A et r ∈ N tels que
Np+d+1

(
Ŝφ̂

)
⩽ ANr(φ̂) ⩽ ACr,dNr+d+1(φ) pour tout φ ∈ S(Rd).

Finalement, pour tout φ ∈ S(Rd) on a Np(S ∗ φ) ⩽ Cp,dACr,dNr+d+1(φ) = CNq(φ).

11



6. Soient T ∈ S ′(Rd) et S ∈ E ′(Rd), montrer que T ∗ S ∈ S ′(Rd) et que ⟨T ∗ S , φ⟩ = ⟨T , Š ∗ φ⟩
pour tout φ ∈ S(Rd).
Comme T ∈ S ′(Rd) ⊂ D′(Rd), la convolée T ∗S ∈ D′(Rd) est définie par T ∗S : φ 7→ ⟨T , Š ∗φ⟩
de D(Rd) dans C.
Soit φ ∈ S(Rd), alors Š ∗φ ∈ S(Rd) par la question 4 et donc ⟨T , Š ∗φ⟩ est bien définie. Donc
φ 7→ ⟨T , Š ∗ φ⟩ définit une forme linéaire sur S(Rd) qui étend T ∗ S ∈ D′(Rd).
Comme T ∈ S ′(Rd), il existe A ⩾ 0 et p ∈ N tels que |⟨T , ψ⟩| ⩽ ANp(ψ) pour tout ψ ∈ S(Rd).
En appliquant la question 5 à Š ∈ E ′(Rd) on alors pour tout φ ∈ S(Rd)

|⟨T , Š ∗ φ⟩| ⩽ ANp

(
Š ∗ φ

)
⩽ ACNq(φ),

ce qui prouve que φ 7→ ⟨T , Š ∗ φ⟩ définit une distribution tempérée qui prolonge T ∗ S.
Dans la suite on notera encore T ∗ S pour le prolongement. On a donc T ∗ S ∈ S ′(Rd) et
⟨T ∗ S , φ⟩ = ⟨T , Š ∗ φ⟩ pour tout φ ∈ S(Rd).

7. Montrer que T̂ ∗ S = ŜT̂ .
Comme S ∈ E ′(Rd) on a Ŝ ∈ OM (Rd) et donc ŜT̂ ∈ S ′(Rd) est bien défini. Ensuite, pour tout
φ ∈ S(Rd), on a

⟨T̂ ∗ S , φ⟩ = ⟨T ∗ S , φ̂⟩ = ⟨T , Š ∗ φ̂⟩ =
〈
T̂ ,F−1

(
Š ∗ φ̂

)〉
En utilisant la question 4 et la formule d’inversion de Fourier,

F−1
(
Š ∗ φ̂

)
=

1

(2π)d
̂̌S ∗ φ̂(−·) = 1

(2π)d
̂̂φ(−·)Ŝ = φŜ.

Donc ⟨T ∗S , φ⟩ = ⟨T̂ , Ŝφ⟩ = ⟨ŜT̂ , φ⟩ pour tout φ ∈ S(Rd), ce qui établit la formule souhaitée.
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