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Feuille 3 – Distributions en plusieurs variables, support

Exercice 1 (Support d’une distribution). 1. Soient Ω ⊂ Rd ouvert et f ∈ C0(Ω), montrer que
supp(Tf ) = supp(f).
On rappelle la caractérisation suivante du support d’une distribution T : pour tout x ∈ Ω,

x /∈ supp(T ) ⇐⇒ ∃U voisinage ouvert de x tel que T|U = 0.

Soit U ⊂ Ω un ouvert, pour tout φ ∈ D(U) ⊂ D(Rd), on a :〈
(Tf )|U , φ

〉
= ⟨Tf , φ⟩ =

∫
Ω
f(x)φ(x) dx =

∫
U
f|U (x)φ(x) dx =

〈
T(f|U ) , φ

〉
.

Donc (Tf )|U = T(f|U ).
Soit x /∈ supp(f), il existe U ouvert contenant x tel que f|U = 0. Alors (Tf )|U = T(f|U ) = 0

et donc x /∈ supp(Tf ). Inversement, soit x /∈ supp(Tf ) il existe U ouvert contenant x tel que
(Tf )|U = T(f|U ) = 0. Par injectivité de g 7→ Tg de L1

loc(U) vers D′(U), on en déduit que f|U = 0

et donc que x /∈ supp(f). Finalement x /∈ supp(Tf ) ⇐⇒ x /∈ supp(f).
2. Soit f ∈ C∞(Ω) et T ∈ D′(Ω), montrer que supp(fT ) ⊂ supp(f) ∩ supp(T ).

Soit x /∈ supp(f), il existe U ouvert voisinage de x tel que f|U = 0. Pour tout φ ∈ D(U) ⊂ D(Ω)
on a fφ = 0 et donc ⟨fT , φ⟩ = ⟨T , fφ⟩ = 0. Donc (fT )|U = 0 et x /∈ supp(fT ). Donc
supp(fT ) ⊂ supp(f).
Soit x /∈ supp(T ) et soit U voisinage ouvert de x tel que T|U = 0. Soit φ ∈ D(U) on a
fφ ∈ D(U) et donc ⟨fT , φ⟩ = ⟨T , fφ⟩ = 0. Donc x /∈ supp(fT ). Donc supp(fT ) ⊂ supp(T ).

3. Déterminer le support de vp
(
1
x

)
.

L’idée est de montrer que R∗ ⊂ supp
(
vp
(
1
x

))
. Le support étant fermé on en déduit que

supp
(
vp
(
1
x

))
= R. Le fait que R∗ ⊂ supp

(
vp
(
1
x

))
est naturel vu que

(
vp
(
1
x

))
|R∗ est asso-

ciée à la fonction x 7→ 1
x (qui est L1

loc sur R∗) et que cette fonction ne s’annule pas.
Soit y ∈ R∗, soit I un voisinage ouvert de y. Quitte à réduire I on peut supposer que 0 /∈ I.
Soit χ ∈ D(R) une fonction à support dans I, positive et non nulle. Alors

〈(
vp
(
1
x

))
, χ
〉

est
l’intégrale de la fonction x 7→ χ(x)

x qui est dans D(R), de signe constant et non nulle. Donc〈(
vp
(
1
x

))
, χ
〉
̸= 0, et donc vp

(
1
x

)
|I ̸= 0. Comme I est quelconque, vp

(
1
x

)
ne s’annule sur aucun

voisinage de y et donc y ∈ supp
(
vp
(
1
x

))
.

On peut aussi utiliser la méthode astucieuse suivante. Par la question 2,

R = supp(x 7→ 1) = supp

(
x vp

(
1

x

))
⊂ supp(x 7→ x) ∩ supp

(
vp

(
1

x

))
= supp

(
vp

(
1

x

))
.

4. Déterminer le support singulier de vp
(
1
x

)
.

On a vu dans l’exercice 5 de la feuille 2 que vp
(
1
x

)
|R∗ est la distribution associée à la fonction

x 7→ 1
x qui est C∞. Donc le support singulier de vp

(
1
x

)
est contenu dans {0}. S’il était vide,

vp
(
1
x

)
serait associée à une fonction C∞ sur R entier, en particulier elle serait d’ordre 0. Comme

on a montré que la valeur principale est d’ordre exactement 1 (exercice 5 feuille 2), son support
singulier est non vide, donc est {0}.
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Exercice 2 (Support et produit par une fonction C∞). Soit f ∈ C∞(Rd), on note Z = f−1(0).

1. Soit T ∈ D′(Rd) tel que fT = 0, montrer que supp(T ) ⊂ Z.
Comme f est continue Z est fermé. Soit x /∈ Z, on a alors U = Rd \ Z ouvert contenant x.
Pour tout φ ∈ D(U) ⊂ D(Rd), la fonction f ne s’annule pas sur un voisinage de supp(φ)

et donc 1
fφ est bien définie et dans D(U). Alors ⟨T , φ⟩ =

〈
fT , 1fφ

〉
= 0. Donc T|U = 0 et

x /∈ supp(T ). Donc supp(T ) ⊂ Z.
2. Soient K ⊂ U ⊂ Rd avec K compact et U ouvert, montrer qu’il existe χ ∈ D(U) à valeurs

dans [0, 1] et constante à 1 sur un voisinage de K.
Comme U est ouvert, la distance entre le compact K et le fermé Rd \ U est 2δ > 0. Alors
K̃ =

{
x ∈ Rd

∣∣ d(x,K) ⩽ δ
}

est un voisinage compact de K inclus dans U . Il suffit alors de
prendre pour χ ∈ D(U) une fonction plateau égale à 1 sur K̃.

Dans la suite, on fixe T ∈ D′(Rd) une distribution d’ordre 0 telle que supp(T ) ⊂ Z. L’objectif est
de montrer que dans ce cas fT = 0. Soit φ ∈ D(Rd), on note K = supp(φ) ∩ supp(T ).

3. Pour tout ε ∈]0, 1], montrer qu’il existe Uε ouvert contenant K tel que supx∈Uε
|f(x)| ⩽ ε.

Comme K ⊂ supp(T ) ⊂ Z = f−1(0), il suffit de prendre Uε = f−1({z ∈ C | |z| < ε}), qui est
ouvert par continuité de f .

4. Construire une famille de fonctions (χε)ε∈ ]0,1] telle que :
• ∀ε ∈ ]0, 1], χε ∈ D(Uε) et ⟨T , (1− χε)fφ⟩ = 0 ;
• ⟨T , χεfφ⟩ −−−→

ε→0
0.

Soit ε ∈ ]0, 1], commençons par trouver une condition suffisante pour que ⟨T , (1−χε)fφ⟩ = 0.
D’après le cours, si supp((1− χε)fφ) ∩ supp(T ) = ∅ alors ⟨T , (1− χε)fφ⟩ = 0. On a

supp((1− χε)fφ) ∩ supp(T ) ⊂ supp(1− χε) ∩ supp(φ) ∩ supp(T ) = supp(1− χε) ∩K.

Il suffit donc que supp(1− χε) ∩K = ∅, i.e. que χε soit constante à 1 sur un voisinage de K.
Supposons que l’on ait construit une fonction χε ∈ D(Uε) vérifiant cette condition. Comme T
est d’ordre 0, il existe C ⩾ 0 tel que |⟨T , ψ⟩| ⩽ C∥ψ∥∞ pour tout ψ ∈ D(Rd) supporté dans le
compact supp(φ). Comme χεfφ ∈ D(Rd) et supp(χεfφ) ⊂ supp(φ),

|⟨T , χεfφ⟩| ⩽ C∥χεfφ∥∞ ⩽ C∥φ∥∞∥χεf∥∞.

Pour x ∈ Rd \ Uε on a |χε(x)f(x)| = 0. Si on suppose de plus que χε est à valeurs dans [0, 1],
alors pour tout x ∈ Uε, |χε(x)f(x)| ⩽ |f(x)| ⩽ ε par la question 3. Donc ∥χεf∥∞ ⩽ ε et

|⟨T , χεfφ⟩| ⩽ C∥φ∥∞ε −−−→
ε→0

0.

Il suffit donc de prendre χε ∈ D(Uε) à valeurs dans [0, 1] et égale à 1 sur un voisinage de K,
ce qui est possible d’après la question 2.

5. Conclure que fT = 0.
Par la question 4, pour tout ε ∈]0, 1],

⟨fT , φ⟩ = ⟨T , fφ⟩ = ⟨T , (1− χε)fφ⟩+ ⟨T , χεfφ⟩ = ⟨T , χεfφ⟩ −−−→
ε→0

0.

Comme le terme de gauche ne dépend pas de ε, on a ⟨fT , φ⟩ = 0. Comme on a choisi φ ∈ D(R)
quelconque, on a bien fT = 0.
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6. Le résultat est-il encore vrai si on ne suppose pas que T est d’ordre 0 ?
Si supp(f)∩ supp(T ) = ∅ avec f ∈ C∞(Rd) et T ∈ D′(Rd) la question 2 de l’exercice 1 montre
que supp(fT ) = ∅ et donc fT = 0. Dans la question 5, on a montré que, pour T d’ordre 0, si
supp(T ) ⊂ Z alors fT = 0. Cette condition est plus faible. En effet, si supp(f) ∩ supp(T ) = ∅
alors supp(T ) ⊂ Z, mais si supp(T ) ⊂ Z alors

supp(T ) ∩ supp(f) = supp(T ) ∩ Rd \ Z = supp(T ) \ Z̊ ⊂ Z \ Z̊,

c’est-à-dire que supp(T ) peut rencontrer la frontière de Z, qui est aussi la frontière de supp(f).
Si on ne suppose pas que T est d’ordre 0, cette condition est trop faible. Considérons par
exemple T = δ′0 ∈ D(R), qui est d’ordre 1 et supporté par {0}, et f : x 7→ x de sorte que
Z = {0} = supp(T ). Pour tout φ ∈ D(R),

⟨fT , φ⟩ = ⟨δ′0 , xφ⟩ = −⟨δ0 , φ+ xφ′⟩ = −φ(0) = ⟨−δ0 , φ⟩.

Donc fT = −δ0 ̸= 0.

Exercice 3 (Intégrabilité des puissances de |x|). Soit BR =
{
x ∈ R2

∣∣ |x| < R
}

la boule de centre 0
et de rayon R > 0 dans R2.

1. Soit α ∈ R, montrer que
∫
BR

|x|α dx < +∞ si et seulement si α > −2.

On passe en coordonnées polaires pour se ramener à une intégrale en une variable :∫
BR

|x|α dx =

∫ 2π

θ=0

∫ R

r=0
rαr dr dθ = 2π

∫ R

0
rα+1 dr.

La dernière intégrale est finie si et seulement si α+ 1 > −1, c’est-à-dire α > −2.

2. Soit α ∈ R, montrer que
∫
R2\BR

|x|α dx < +∞ si et seulement si α < −2.

Comme précédemment,∫
R2\BR

|x|α dx =

∫ 2π

θ=0

∫ +∞

r=R
rαr dr dθ = 2π

∫ +∞

R
rα+1 dr.

La dernière intégrale est finie si et seulement si α+ 1 < −1, c’est-à-dire α < −2.

3. La fonction x = (x1, x2) 7→
x1
|x|3

est-elle dans L1
loc(R2) ?

Cette fonction est continue donc L1
loc sur R2 \ {0}. S’il y a un problème c’est donc en 0. On va

montrer que la fonction n’est pas intégrable sur BR, par un changement de variable polaire.∫
BR

∣∣∣∣x1|x|
∣∣∣∣ dx =

∫ 2π

θ=0

∫ R

r=0

r|cos(θ)|
r3

r dr dθ =

(∫ 2π

0
|cos(θ)|dθ

)(∫ R

0

1

r
dr

)
= +∞.

Exercice 4 (Le retour de la valeur principale). Pour tout ε > 0, on note Bε =
{
x ∈ R2

∣∣ |x| < ε
}
.

Soit T : D(R2) → C définie par :

T : φ 7−→ lim
ε→0

∫
R2\Bε

x1
|x|3

φ(x) dx.
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1. Soit φ ∈ D(R2), montrer que ψ : x = (x1, x2) 7→
x1
|x|3

(
φ(x1, x2)− φ(−x1, x2)

)
est dans L1(R2).

Comme φ ∈ D(R2) il existe R > 0 tel que supp(φ) ⊂ BR. Hors de BR, la fonction ψ est nulle.
Par ailleurs, elle est C∞ sur R2 \ {0}. Il s’agit donc de vérifier l’intégrabilité au voisinage de 0.
Pour tout x = (x1, x2) ∈ BR on a

|ψ(x)| = |x1|
|x|3

|φ(x1, x2)− φ(−x1, x2)| ⩽
2|x1|2

|x|3
∥∂1φ∥∞ ⩽ 2∥∂1φ∥∞

1

|x|
,

par le théorème des accroissements finis. D’après l’exercice 3, le terme de droite est intégrable
sur B ∩BR, donc ψ aussi. Finalement ψ ∈ L1(R2).

2. En déduire que T définit une distribution sur R2. Elle est appelée valeur principale de x1
|x|3 .

La question 3 de l’exercice 3 montre que x 7→ x1
|x|3 n’est pas L1

loc. Comme dans le cas de vp
(
1
x

)
,

c’est un phénomène de symétrie qui permet d’effacer la singularité pour définir T .
Soit φ ∈ D(R2), montrons que ⟨T , φ⟩ est bien défini. Pour tout ε > 0,∫

R2\Bε

x1
|x|3

φ(x) dx =

∫
|x|>ε
x1<0

x1
|x|3

φ(x) dx+

∫
|x|>ε
x1>0

x1
|x|3

φ(x) dx

=

∫
|x|>ε
x1>0

x1
|x|3

(
φ(x1, x2)− φ(−x1, x2)

)
dx

=

∫
|x|>ε
x1>0

ψ(x) dx −−−→
ε→0

∫
R+×R

ψ(x) dx,

car ψ est intégrable. Donc ⟨T , φ⟩ est bien défini. De plus, cette expression est linéaire en φ.
Soit K ⊂ R2 compact et soit R > 0 tel que K ⊂ BR. Pour tout φ ∈ DK(R2), on a en utilisant
la majoration de la question 1 :

|⟨T , φ⟩| =
∣∣∣∣∫

R+×R
ψ(x) dx

∣∣∣∣ ⩽ ∫|x|<R
x1>0

|ψ(x)| dx ⩽ 2∥∂1φ∥∞
∫
|x|<R
x1>0

1

|x|
dx = ∥∂1φ∥∞

∫
BR

1

|x|
dx.

L’intégrale dans le dernier terme est finie par l’exercice 3 (en fait elle vaut 2πR). Donc T est
une distribution d’ordre au plus 1 sur R2.

Exercice 5 (Dérivées, transverse ou pas). Montrer que les deux formes linéaires sur D(R2) suivantes
définissent des distributions et déterminer leur ordre.

T1 : φ 7→
∫
R
∂1φ(t, 0) dt et T2 : φ 7→

∫
R
∂2φ(t, 0) dt.

Soit i ∈ {1, 2}. On commence par vérifier que Ti définit une distribution. Elle est linéaire. Soit
K ⊂ R2 compact et R > 0 tel que K ⊂ B(0, R). Soit φ ∈ DK(R2),

|⟨Ti , φ⟩| ⩽
∫
[−R,R]

|∂iφ(t, 0)|dt ⩽ 2R∥∂iφ∥∞,

et Ti est une distribution d’ordre au plus 1.
Dans le cas où i = 1, on dérive φ dans la même direction qu’on intègre et on peut donc intégrer par
parties : plus précisément, en notant ψ : t ∈ R 7→ φ(t, 0), ψ est C1 à support compact dans ]−R,R[
(ψ ∈ D(R)) et ψ′ : t 7→ ∂1φ(t, 0), de sorte que ⟨T1 , φ⟩ =

∫
[−R,R] ψ

′(t) dt = 0. Donc T1 = 0.
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Montrons à présent que T2 est d’ordre 1. On sait que T2 est d’ordre au plus 1 et supposons par
l’absurde que T2 est d’ordre 0. En appliquant la définition de distribution d’ordre 0 sur le compact
K = B(0, 2), il existe C0 ⩾ 0 tel que pour tout φ ∈ D(R) à support dans K,

|⟨T2 , φ⟩| ⩽ C0∥φ∥∞ . (i)

On va construire une suite de fonctions test (φn)n∈N à support dans K qui contredit l’inégalité
précédente à la limite : pour cela on doit faire exploser la dérivée partielle ∂2φn tout en conservant
la norme ∥φn∥∞ uniformément bornée en n.
Soit χ ∈ D(R2) une fonction plateau : χ = 1 sur B(0, 1), χ = 0 en dehors de B(0, 2) et 0 ⩽ χ ⩽ 1.
On définit ensuite ψ ∈ D(R2) par ψ : (x1, x2) ∈ R2 7→ χ(x)x2 de sorte que pour tout (x1, x2) ∈ R2,
∂2ψ(x1, x2) = ∂2χ(x)x2 + χ(x) et pour t ∈ R, ∂2ψ(t, 0) = χ(t, 0). On définit pour tout n ∈ N,
φn ∈ D(R2) par φn : (x1, x2) 7→ ψ(x1, nx2), de sorte que φn est à support dans K et ∂2φn :
(x1, x2) 7→ n∂2ψ(x1, nx2). Pour t ∈ R, on a alors ∂2φn(t, 0) = n∂2ψ(t, 0) = nχ(t, 0) ⩾ 0 et

⟨T2 , φn⟩ =
∫
R
∂2φn(t, 0) dt = n

∫
R
χ(t, 0) dt ⩾ n

∫
[−1,1]

1 dt ⩾ 2n −−−−−→
n→+∞

+∞.

En revanche, ∥φn∥∞ ⩽ ∥ψ∥∞ pour tout n ∈ N, ce qui contredit (i). Donc T2 est d’ordre 1 exactement.

Exercice 6 (Calculs de dérivées). On définit des formes linéaires T et T+ sur D(R2) par :

T : φ 7−→
∫
R
φ(t, t) dt et T+ : φ 7−→

∫
R+

φ(t, t) dt.

1. Montrer que T et T+ définissent des distributions sur R2.
Soit φ ∈ D(R2), disons supportée dans [−R,R]2, alors t 7→ φ(t, t) est C∞ et supportée dans
[−R,R]. En particulier, cette seconde fonction est intégrable sur R. Donc T et T+ sont bien
définies, et linéaires.
Soit K ⊂ R2 compact et soit R > 0 tel que K ⊂ [−R,R]2. Pour tout φ ∈ DK(R2), on a :

|⟨T , φ⟩| ⩽
∫
R
|φ(t, t)|dt =

∫ R

−R
|φ(t, t)| dt ⩽ 2R∥φ∥∞,

∣∣〈T+ , φ
〉∣∣ ⩽ ∫

R+

|φ(t, t)| dt =
∫ R

0
|φ(t, t)| dt ⩽ R∥φ∥∞.

Donc T et T+ sont deux distributions d’ordre 0 sur R2.

Remarque. Notons i : t 7→ (t, t) l’injection diagonale de R dans R2. Si on note µ la mesure de
Lebesgue sur R, par définition de la mesure image on a :

⟨i∗µ , φ⟩ =
∫
R2

φ(x) di∗µ(x) =

∫
R
φ ◦ i(t) dµ(t) =

∫
R
φ(t, t) dt = ⟨T , φ⟩.

Et de même T+ est le poussé-en-avant par i de la mesure de Lebesgue sur R+.

2. Calculer ∂1T + ∂2T et ∂1T+ + ∂2T
+ dans D′(R2).

Soit φ ∈ D(R2), on calcule :

⟨∂1T + ∂2T , φ⟩ = ⟨∂1T , φ⟩+ ⟨∂2T , φ⟩ = −⟨T , ∂1φ⟩ − ⟨T , ∂2φ⟩ = −⟨T , ∂1φ+ ∂2φ⟩.
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Notons i : t 7→ (t, t) de R vers R2, pour tout t ∈ R,

(φ ◦ i)′(t) = di(t)φ · i′(t) = d(t,t)φ · (1, 1) = ∂1φ(t, t) + ∂2φ(t, t).

Donc

⟨∂1T + ∂2T , φ⟩ = −
∫
R
∂1φ(t, t) + ∂2φ(t, t) dt = −

∫
R
(φ ◦ i)′(t) dt = −[φ ◦ i]+∞

−∞ = 0.

Ainsi, on obtient que ∂1T + ∂2T = 0. Pour T+, le même calcul que précédemment mène à

⟨∂1T+ + ∂2T
+ , φ⟩ = −⟨T+ , ∂1φ+ ∂2φ⟩ = −

∫ +∞

0
(φ ◦ i)′(t) dt = φ(i(0)) = φ(0, 0).

On obtient donc ∂1T + ∂2T = δ0.
3. Notons D =

{
(x1, x2) ∈ R2

∣∣ x2 ⩾ |x1|
}

et 1D sa fonction indicatrice, calculer ∂11D − ∂21D.
On a 1D ∈ L∞(R2) ⊂ D(R2). Comme cette fonction est C∞ et localement constante sur
R2\∂D, on sait déjà que ses dérivées sont supportées sur ∂D. Cette fois on va traiter séparément
∂11D et ∂21D, au moins dans un premier temps. Pour calculer ∂11D, on coupe D en tranches
horizontales : D =

{
(x1, x2) ∈ R2

∣∣ x2 ⩾ 0,−x2 ⩽ x1 ⩽ x2
}
. Pour tout φ ∈ D(R2) on a alors :

⟨∂11D , φ⟩ = −⟨1D , ∂1φ⟩ = −
∫
D
∂1φ(x) dx = −

∫ +∞

x2=0

(∫ x2

x1=−x2

∂1φ(x1, x2) dx1

)
dx2

= −
∫ +∞

0
φ(x2, x2)− φ(−x2, x2) dx2 =

∫
R+

φ(−t, t) dt−
∫
R+

φ(t, t) dt.

Pour calculer ∂21D, on suit le même schéma en découpant D en tranches verticales :

⟨∂21D , φ⟩ = −
∫
D
∂2φ(x) dx = −

∫
x1∈R

(∫ +∞

x2=|x1|
∂2φ(x1, x2) dx2

)
dx1 =

∫
R
φ(x1, |x1|) dx1

=

∫
R+

φ(x1, x1) dx1 +

∫
R−

φ(x1,−x1) dx1 =
∫
R+

φ(t, t) dt+

∫
R+

φ(−t, t) dt.

Finalement,

⟨∂11D − ∂21D , φ⟩ = −2

∫
R+

φ(t, t) dt = −2⟨T+ , φ⟩

pour tout φ ∈ D(R2) et donc ∂11D − ∂21D = −2T+.
4. Calculer ∂211D − ∂221D dans D′(R2).

En utilisant les questions 2 et 3, on obtient :

∂211D − ∂221D =
(
∂21 − ∂22

)
1D = (∂1 + ∂2)(∂1 − ∂2)1D = (∂1 + ∂2)(∂11D − ∂21D)

= −2(∂1T
+ + ∂2T

+) = −2δ0.

Définition (Mesure-image). Soit f : (X,A) → (Y,B) une application mesurable entre deux espaces
mesurés et soit ν une mesure sur (X,A). On rappelle que la mesure-image f∗ν est la mesure sur
(Y,B) définie par f∗ν(B) = ν

(
f−1(B)

)
pour tout B ∈ B.

C’est l’unique mesure telle que
∫
A
φ ◦ f(x) dν(x) =

∫
B
φ(y) df∗ν(y) pour toute fonction mesurable

φ : B → C qui est positive ou telle que φ ◦ f est intégrable.
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Exercice 7 (Mesure uniforme sur la sphère). Soit γ la restriction à Rd \{0} de la mesure gaussienne
standard, i.e. γ admet la densité x 7→ (2π)−

d
2 exp

(
− |x|2

2

)
par rapport à la mesure de Lebesgue. On

note µ = π∗γ la mesure image de γ par la projection radiale π : x 7→ x
|x| de Rd \ {0} vers Rd.

1. Montrer que µ définit une distribution d’ordre 0 sur Rd.
Comme π est continue, elle est mesurable de Rd \ {0} vers Rd équipés de leurs tribus bo-
réliennes. La mesure-image π∗γ est donc une mesure borélienne bien définie. Par ailleurs,
µ(Rd) = γ

(
π−1(Rd)

)
= γ

(
Rd \ {0}

)
= 1. Donc µ est une mesure borélienne, positive et finie

sur les compacts. C’est donc une mesure de Radon, et elle définit une distribution d’ordre 0
par ⟨µ , φ⟩ =

∫
Rd φ(x) dµ(x).

Alternativement, soit φ ∈ D(R2) alors φ ◦π est continue sur Rd \ {0} et bornée par ∥φ∥∞. Par
définition de la mesure-image on a :

|⟨µ , φ⟩| =
∣∣∣∣∫

Rd

φ(y) dµ(y)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫
Rd\{0}

φ ◦ π(x) dγ(x)

∣∣∣∣∣ ⩽ ∥φ∥∞
∫
Rd\{0}

dγ(x) = ∥φ∥∞.

2. Déterminer le support de µ.
La mesure µ est la loi de X

|X| , où X est un vecteur gaussien centré réduit dans Rd. C’est donc
la mesure uniforme de probabilité uniforme sur Sd−1. Il est donc naturel que supp(µ) = Sd−1.
Prouvons-le.
Soit φ ∈ D(Rd) à support dans Rd \ Sd−1. Comme l’image de π est contenue dans Sd−1,
φ ◦ π = 0. Alors,

⟨µ , φ⟩ =
∫
Rd

φ(y) dµ(y) =

∫
Rd\{0}

φ ◦ π(x) dγ(x) = 0.

Donc µ|Rd\Sd−1 = 0 et supp(µ) ⊂ Sd−1.
Dans la suite on note B(x,R) la boule ouverte de centre x ∈ Rd et de rayon R > 0. Soit
x ∈ Sd−1, montrons que x ∈ supp(µ). Soit ε ∈]0, 12 [, il existe une fonction-plateau χε ∈ D(Rd)
à valeurs dans [0, 1] et telle que supp(χε) ⊂ B(x, 2ε) et χε est vaut 1 sur B(x, ε). Comme χε

est à valeurs positives,

⟨µ , χε⟩ =
∫
Rd

χε(y) dµ(y) =

∫
Rd\{0}

χε ◦ π(x) dγ(x) ⩾
∫
π−1(B(x,ε))

χε ◦ π(x) dγ(x)

⩾ γ
(
π−1(B(x, ε))

)
.

Comme B(x, ε) est un ouvert non-vide c’est aussi le cas de sa pré-image, π étant continue.
Comme γ admet une densité positive par rapport à Lebesgue, γ

(
π−1(B(x, ε))

)
> 0. Remar-

quons que π−1(B(x, ε)) est le cône engendré par B(x, ε) ∩ Sd−1 (faire un dessin).
Ainsi, pour tout ε ∈]0, 12 [ on a construit une fonction χε ∈ D(Rd) supportée dans B(x, 2ε) et
telle que ⟨µ , χε⟩ > 0. Donc µ n’est nulle en restriction à aucun voisinage de x, et x ∈ supp(µ).
Finalement, supp(µ) = Sd−1.

3. Existe-t-il f ∈ L1
loc(Rd) telle que µ = Tf ?

Par l’absurde, supposons qu’il existe f ∈ L1
loc(Rd) telle que µ = Tf . On aurait alors

T(f|Rd\Sd−1 ) = (Tf )|Rd\Sd−1 = µ|Rd\Sd−1 = 0.

Par injectivité de g 7→ Tg de L1
loc
(
Rd \ Sd−1

)
vers D

(
Rd \ Sd−1

)
on aurait f nulle sur Rd \Sd−1,

c’est-à-dire presque partout sur Rd. Mais alors f = 0, ce qui est absurde car supp(µ) ̸= ∅.
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