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Résumé

Dans ce mini-cours on s’intéressera a des problémes de géométrie intégrale, aussi appelée
théorie des probabilités géométriques. Notre premier objectif sera de démontrer la formule de
Crofton, qui permet de calculer la longueur d’une courbe paramétrée dans ’espace euclidien
comme le nombre moyen de points d’intersection entre cette courbe et un hyperplan affine choisi
uniformément au hasard. Ce sera 'occasion de parler rapidement de mesures invariantes et de
géométrie affine. Dans un second temps, nous utiliserons une variante de la formule de Crofton
pour calculer le nombre moyen de racines réelles d’'un polynéme aléatoire & coefficients gaussiens.

1 Introduction : I'aiguille de Buffon

Buffon est un scientifique francais du 18°™¢ siécle, principalement naturaliste mais aussi philosophe,
mathématicien... En 1777, il s’intéresse & la question suivante. Si on lance une aiguille au hasard
sur un sol en parquet, quelle est la probabilité que I’aiguille intersecte la frontiére entre deux lattes?

1.1 Modélisation

Mathématiquement, les frontiéres entre les différentes lattes sont un ensemble F', formé de droites
paralléles et séparées par une méme distance D. Disons F =R & DZ.
L’aiguille est un segment A (orienté du chas vers la pointe) de longueur ¢. On considére ¢ < D de
sorte que A rencontre au plus 'une des droites de F'.
La position de l'aiguille A est décrite par :

e la position (z,y) € R? de son centre de gravité (le milieu du segment),

e l'angle 6 €] — 7, 7] entre la direction de A et le demi-axe horizontal positif.

Quitte a translater par un élément de R @ DZ, on peut supposer que z = 0 et y € | — %, % La
translation laisse F' invariant et préserve le fait que A intersecte F' ou non.
L'intersection éventuelle de A et F dépend uniquement de (y,0) € | — £, D]x] — m,7]. On va

décrire un lancé aléatoire de A en supposant que y et 6 sont deux variables aléatoires indépendantes
uniformes, i.e. (y,0) est distribuée selon la mesure de Lebesgue normalisée ﬁ dy ® df.

1.2 Probabilité d’intersection

La projection du segment A sur ’axe vertical est l'intervalle I = [y — §|Sin 0,y + §|sin HH
Onal<Detly <%, donc |yl + &[sing] < D et

ANF#0) <= ANRx{0})#0 <= 0€l — \y|<§|sin9].



On a donc

0 .

/¢ 1 T 5|sin 0] /¢ T 2/
PANF =P < Zsind|| = —= dydf = — infdf = —.
AnF#0) [‘y’ 3 o ‘] ol ) gl 5, mow=5

En fait,
0 si |y| > %|sin0|,
#ANF)=(1 si |y| < 5lsind] et 6 # 0,
400 siy=0=4.

Le dernier cas étant de mesure nulle : E[#(ANF)] =P[ANF £ (] = %.

Cette derniére formule est le prototype des résultats de géométrie intégrale. Elle exprime une quantité
géométrique déterministe, le quotient %, comme la moyenne d’une certaine variable aléatoire dont
la valeur est trés facile a observer (déterminer #(A N F') pour un tirage donné ne nécessite pas de
calcul, déterminer une longueur si).

1.3 Application : calcul numérique de 7w
1

Supposons £ = %. On note X = #(AN F) qui est une variable aléatoire dans {0,1} d’espérance .
Soit (X),>, une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X.

Par la loi des grands nombres, presque surement : %ZZ:U X —+> E[X] = % Cela fournit une
n—-+0oo

méthode expérimental de calcul de 7. Cependant, par le théoréme central limite :

Jﬁ(i zn:Xk - E[X]) — 5 N0, 1).
k=0

n—-+o0o

Moralement Perreur 2 37 X; — E[X] est donc d’ordre ﬁ C’est trés trés mauvais : il faut de

'ordre de 10?* lancés pour obtenir un résultat précis & 107% pres.

1.4 Teaser : la formule de Crofton

Le premier objectif de ce mini-cours est de montrer le résultat de géométrie intégrale suivant, attri-
buée a Crofton (mathématicien irlandais du 19°™€ siécle).

Soient C' une courbe paramétrée suffisamment réguliére de longueur £ et H une droite du plan tirée
uniformément au hasard, alors E[#(C N H)] = 2/,

Plus généralement, on va montrer un résultat similaire dans R™ avec H un hyperplan affine uniforme.
Pour cela, on va devoir définir une notion naturelle de mesure uniforme sur I’ensemble des hyperplans,
c’est-a-dire invariante sous ’action d’un certain groupe de transformations.

2 Géométrie affine

On va maintenant décrire I’ensemble des hyperplans de R™ ainsi que ’action du groupe des isométries
de R™ sur cet ensemble. Pour des raisons techniques, on va considérer des hyperplans orientés et
des isométries directes. Dans la suite, R™ est supposé orienté par sa base canonique, muni de son
produit scalaire euclidien (-, -) et de la norme associée ||-||. Le cas qui nous intéresse est n > 2.



2.1 Hyperplans affines
Définition 2.1 (hyperplan affine orienté). Un hyperplan affine de R™ est un sous-ensemble de la

—> —>

forme H = a + H_,)Ofl a € R™ et H est un hyperplan vectoriel, appelé la direction de H. On dit que
H est orienté si H est.

Remarque. H= {y — x| z,y € H} est uniquement défini par H, mais pas a.

Soit # un vecteur unitaire normal & H. Il définit une orientation W Sur H par : (ea,...,ep) est une
base orthonormeée directe (B.O.N.D.) de H si et seulement si (0,e2,...,e,) est une B.O.N.D. de R™.
Le vecteur —6 définit 'orientation opposée w_gy. Le choix d’une orientation de H est donc le choix
de 1'un des deux vecteurs de S"~' N H.

Définition 2.2 (grassmannienne). On note Gr*(R") I'ensemble, appelé grassmannienne, des hyper-
plans affines orientés de R™.

Soit (H,w) € grt(R"), on H = a + H et w est lorientation de H. Il existe un unique 8 € S"~! tel
que H = 6+ et w = wy. Ensuite, pour tout z € R” on a :

2€H & v—acH < (z—a,0)=0 < (z,0) = (a,0).

En notant a = (a,0) € R, on adonc H = {x € R" | (x,0) = a}.

Pour tout (a,0) € R x S*~ 1 on note H(a,0) = {z € R" | (z,0) = a} = af + 6. On vient de
montrer que pour tout (H,w) € Gr™(R"), il existe un unique (o, 6) € R x S~ ! tel que H = H(a, 0)
et w = wy. En d’autres termes, (a, ) — (H (o, 0),wy) est une bijection de R x S*~1 vers GrT(R").
Dans la suite on identifie R x S"~! ~ Gr*(R™) via cette bijection. En particulier, cela munit Gr*(R")
d’une topologie sympathique et naturelle.

Remarque. Plus généralement, on peut définir la grassmannienne (i.e. ’ensemble) des sous-espaces de
codimension k € {0,...,n} de R™ (affines ou vectoriels, orientés ou non). Ces ensembles s’identifient
naturellement & des quotients de R¥ x O,,(R).

2.2 Applications affines

On commence donc par s’intéresser aux applications affines dont les isométries sont un cas particulier.

Définition 2.3 (application affine). Une application ¢ : R™ — R™ est dite affine si elle préserve les
barycentre, c’est-a-dire : Vo, y € R", Vt € R, p(tz + (1 — t)y) = to(z) + (1 — t)p(y).

Ezemples. Les translations 7, : z — = + v pour v € R™. Les applications linéaires L € M, (R).

Lemme 2.4. Soient ¢ et ¢ des applications affines alors ¢ o ¢ est affine. Si de plus ¢ est bijective
alors =1 est affine.

Exercice. Prouver ce lemme.

En particulier, les bijections affines de R™ forment un groupe pour la composition, noté Aff(R"). Il
contient comme sous-groupe G L, (R) et R™, identifié au sous-groupe des translations via 7 : v > 7.

Lemme 2.5. Soit ¢ une application affine, il existe un unique (v, L) € R™x M, (R) tel que p = T,0L.
On appelle L la partie linéaire de o, notée 4.

Exemples. Siv € R" alors 7, = Id. Si L € M,(R) alors L = L.



Démonstration. Par analyse-synthése, si ¢ = 7, o L, alors ¢(0) = 7,(0) = v et L = 7_, o . Cela
prouve 'unicité et donne les seuls candidats pour I’existence.

Soit ¢ affine, posons v = ¢(0) et L = 7, o p. Il suffit de vérifier qu'une application affine fixant 0,
telle que L, est linéaire. Soient x,y € R™ et A € R,

L(z + \y) = L((l + A)”““liiy . /\O> =1+ A)L(xli);\y) — AL(0)
— (14N <1+1AL(x) + 1_7:)\L(y)> — L(z) + AL(y). 0

En particulier, une application affine ¢ est bijective si et seulement si sa partie linéaire @ 1’est. On
a donc montré que (v, L) — 7, 0 L est bijective de R™ x GL,(R) vers Aff(R"). Attention ce n’est pas
un isomorphisme pour la structure produit sur R” x GL,(R). Cependant on a le résultat suivant.

Lemme 2.6. [l eziste une unique structure de groupe sur R™ x GL,(R) telle que (v,L) — T, 0 L
soit un isomorphisme. Elle est décrite par : (w, M) - (v, L) = (w + Mv, ML).

Ezercice. Le vérifier. En déduire que ¢ — @ est un morphisme de groupe surjectif de Aff(R™) vers
GL,(R) dont le noyau est le sous-groupe des translations.

L’ensemble R"™ x GL,(R) muni de la structure de groupe donné par le lemme 2.6 est appelé produit
semi-direct de R™ par GL,(R), noté¢ R" x GL,(R). On a donc R" x GL,(R) ~ Aff(R").

2.3 Isométries

Définition 2.7 (isométrie). Une isométrie de R™ est une application ¢ : R — R™ qui préserve la
distance : Vz,y € R", [o(y) — p(@)] = |y — ]|

Ezemples. Les translations 7, avec v € R™. Les isométries vectorielles Q2 € O, (R).
Proposition 2.8. Soit ¢ une isométrie de R™, alors ¢ est affine et g € O,(R).

En particulier, toute isométrie de R™ est bijective et les isométries forment un sous-groupe de Aff(R").
Sous l'isomorphisme R"™ x GL,(R) ~ Aff(R"), ce sous-groupe est :

{p € AERY) | B € On(R)} = {1, 0Q | v € R",Q € O, (R)} ~ R" x O, (R).

Définition 2.9 (isométries directes). On note Isom™(R") le sous-groupe de Aff(R") formé des
isométries directes :

Tsom™ (R") = {p € Af(R") | § € SOu(R)} = {1, 0Q | v € R",Q € SO,(R)} ~ R" x SO, (R).

Démonstration de la proposition 2.8. Soit ¢ une isométrie. Si on suppose ¢ affine alors ¢ = 7,0 %)
et G = T_,(0) © @ est linéaire et préserve ||-||. Il s’agit donc de montrer que ¢ est affine.
Etape 1 : ¢ préserve alignement. Soient z,y et z € R™ alignés dans cet ordre. On a :

Iz =zl = lle(2) = p@)]| < lle(z) =@ + lle(w) — @)l =1z =yl + lly = 2l = [z — «l,

en utilisant la condition d’alignement. Donc |[p(z) — ¢(x)|| = |le(z) — e@W)| + lle(y) — ©(x)]|.
Comme ||-|| est la norme euclidienne, cela signifie que ¢(x), ¢(y) et ¢(z) sont alignés dans cet ordre.
Formellement cela se raméne au cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Etape 2 : ¢ préserve les barycentres. Soient 2,y € R” et t € R, on note g =tz + (1 — t)y. On
peut supposer que = # y. Supposons aussi que ¢t < 0, les cas t € [0,1] et ¢ > 1 étant similaires.
Alors z,y et g sont alignés dans cet ordre, donc ¢(z), p(y) et ¢(g) sont alignés dans cet ordre. Il
existe donc s < 0 tel que p(g) = sp(x) + (1 — s)p(y). Il Sagit de montrer que s = ¢.

Onag—y=t(r—y). Commet <0,onat=—|t|= —H. De méme, s = —%. Comme
@ est isométrique, on en déduit que s = t. Donc ¢ préserve les barycentres, i.e. est affine. O



2.4 Actions des isométries sur la grassmannienne

Soit H = a+H un hyperplan affine et @ = T1y0L € Aff(R"). Alors (H) = U—l-L(CH-ﬁ) = v+La+LH.
Donc p(H) est un hyperplan affine de direction g—o)(ﬁ ). De plus, on définit une orientation sur ﬁ(fl) )
en demandant que I'image (Pea, ..., ge,) d'une base directe (e, ..., e,) de H soit directe.
Donc ¢ induit une application de Gr*(R") dans lui-méme, encore notée . On se convaincra que
cela définit un morphisme de groupe Aff(R™) — Bij(GrT(R")), i.e. une action Aff(R") ~ Grt(R").
Ezercice. Se convaincre.
On veut maintenant décrire 'action induite R™ x SO, (R) ~ Isom*(R") ~ Grt(R") ~ R x S*~1.
Soit (a,0) € R x S*~! correspondant a (H(«,0),wy) € Gr™(R®). Soient (v,Q) € R™ x SO, (R) et
p=Ty080:

o(H(a,0)) = v + Q(ae + ei) — v+ a0 + Q(0L).

On a Q(6+) = (20)* car Q préserve I'orthogonalité. Par ailleurs, comme ||Q6]| = |0 = 1, on peut
écrire v = (v, Q0)Q0 + v, ott v+ € (20)*+. Donc

e(H(a,0)) = (a+ (v,90)Q0 + (Q0)" = H(a + (v,0Q0),00).

Soit (e, ...,e,) une B.O.N.D. de #+ pour wg. Alors (0, ea,...,e,) est une B.O.N.D. de R", et donc
(020, Qes, . ..,Qe,) aussi. Donc (Qey, ..., Qe,) est une B.O.N.D. de (20)* pour wgg. Cela prouve
que 'orientation sur (QH)L image de wy par ¢ est wqg.

Ainsi, ¢(H (e, 0),wy) = (H (o + (v,Q0),06),wag), qui correspond a (o + (v, Q6),06) € R x S*~1.
L’action R x SO, (R) ~ R x S"~! est donc décrite par :

Y(v,9Q) € R" x SO, (R),V(a,0) € R x S, (v,9Q) - (o, 0) = (o + (v, Q6),00). (1)

3 Mesures invariantes

Notre prochain objectif est de définir une mesure sur Grt(R") qui soit invariante par isométries.

3.1 Rappels de théorie de la mesure

Définition 3.1 (mesure image). Soient ¢ : E — F mesurable entre espaces mesurés et x4 une mesure
sur E. La mesure image @.pu de p par ¢ est la mesure sur F' définie par : p,u(A) = u(gpfl(A)) pour
tout A C F mesurable.

C’est 'unique mesure telle que f € LY(F, p.u) <= fop € L*(E,u) et, pour tout f € LY(F, p.pu),
Jp f o= [5(foe)du.

Ezercice. Vérifier que c’est le cas.

Définition 3.2 (mesure invariante). Une mesure p est dite invariante par ¢ : E — E si @ u = p.
Soit G ensemble de fonctions mesurables, p est dite G-invariante si elle est invariante par tout ¢ € G.

Ezemple. La mesure de Lebesgue est invariante par les isométries de R".

Dans la suite, les mesures sur des espaces topologiques seront toujours supposées étre boréliennes.

Théoréme 3.3. La mesure de Lebesque sur R™ est ['unique mesure finie sur les compacts et inva-
riante par translation, & constante multiplicative prés.

FEzercice. Prouver ce théoréme. On pourra commencer par montrer que si p est invariante par
translation alors il existe a > 0 telle que pour tout cube C' de coté 2F (k € Z) on a u(C) = aLeb(C).



3.2 Gaussiennes et loi uniforme sur la sphére

On travaille toujours dans R™ muni de son produit scalaire euclidien (-, -) et de la norme ||-|| associée.
On note S,/ (R) I'ensemble des matrices symétriques définies positives de taille n.

Définition 3.4 (gaussienne centrée). Soit A € S (R), la loi gaussienne centrée de variance A est
S P n g 1 _1/A-1
la mesure de probabilité N (0, A) sur R™ admettant la densité = SR exp( 5 <A x, x>)

par rapport a la mesure de Lebesgue. La loi AV/(0,1d) est appelée gaussienne standard.

Lemme 3.5. Soient X ~ N(0,A) et L € GLn(R) alors on a LX ~ N(0,LA'L), c’est-a-dire
LN (0,A) =N (0,LA'L). En particulier, N'(0,1d) est Oy, (R)-invariante.

Exercice. Prouver ce lemme.

Si X ~ N(0,1d), alors 6 = H%H est une variable aléatoire dans S?~! définie presque surement.

Définition 3.6 (mesure uniforme sur S*~1). On appelle mesure uniforme sur S*~! la loi dd de 6.
Sip:R™\ {0} — S" ! est la projection radiale, df = p.N(0,1d).

Lemme 3.7. df est O, (R)-invariante sur S"~1.

Démonstration. Soit Q € O, (R), pour tout = # 0, on a Q(p(x)) = Qi = % = ||8§H = p(Q(x)).
Donc po Q) =Qop. On en déduit que :
Q. df = QupN(0,1d) = (Q o p)N(0,1d) = p. 2N (0,1d) = p N (0,1d) = d6. O

Théoréme 3.8. Sin > 2, alors df est l'unique mesure de probabilité SO, (R)-invariante sur S*~1.

On admet ce résultat. C’est un cas particulier d’un résultat trés général évoqué a la section 3.4.
Ezercice. 1. Montrer qu'une mesure de probabilité SO, (R)-invariante sur S*~! est sans atome.

2. Si p = pdf est SO, (R)-invariante et p est continue, montrer que p est constante.

3.3 Mesure uniforme sur la grassmannienne

Définition 3.9 (mesure uniforme). On appelle mesure uniforme sur Grt(R®) ~ R x S*~! la mesure
dp = da ® df, oit da est la mesure de Lebesgue sur R et df est la mesure uniforme sur S"~!,

Lemme 3.10. La mesure du est Isom™ (R™)-invariante.

Démonstration. Soient (v,Q) € R™ x SO, (R) et ¢ = 7, 0 Q € Isom™ (R™). On rappelle que I'action
de (v,9Q) sur Grt(R") est décrite par 1'équation (1). Pour toute fonction mesurable positive f sur
R x S*~! ~ Gr*(R") on calcule :

/gﬁ(Rn)fo‘pd’“‘:/Rxgn1f(s0'(oz,9))dad9 :/Sn1</Rf(a+<v,99>,Qt9)da> 0

= / (/ f(a, Q0) da) dé (invariance par translation de da)
S§n—1 R

_/R< [ Je0n) dH) da

= / < f(a,0) d9> da (invariance par rotation de df)
R \Jsn—1

= / fdu.
gr+ (Rn)

Si f est I'indicatrice du borélien A, on obtient bien @, u(A) = pu(p~t(A)) = u(A). Donc o = p. O



Théoréme 3.11 (admis). La mesure du est l'unique mesure sur Gr™(R™) finie sur les compacts et
Isom™ (R™)-invariante, & constante multiplicative pres.

3.4 Mesures de Haar

L’unicité de la mesure de Lebesgue sur R” et des mesures uniformes sur S?~! et Gr™(R™) sont des
cas particuliers d’un résultat général qu’on présente pour la culture dans cette section.

Définition 3.12 (action de groupe continue). Une action G ~ X est dite continue si :
e (G et X sont des espaces topologiques localement compacts ;
e les opérations du groupe (g, h) + gh et g — g~ ! sont continues;
e l'application (g,z) — ¢ - x est continue de G x X dans X.

Exemples. e L’action R” ~ R" par translation.
e L’action naturelle de Aff(R") et ses sous-groupes sur R™.
e L’action SO, (R) ~ S~ ! par rotation.
e Notre action préférée Isom™ (R™) ~ Gr™(R™) décrite a la section 2.4.

Définition 3.13 (mesure de Haar). Une mesure de Haar pour une action G ~ X continue et
transitive est une mesure borélienne non nulle sur X qui est G-invariante et finie sur les compacts.

On connait une condition nécessaire et suffisante, appelé critére de Weil, pour que G ~ X admette
une mesure de Haar. Son énoncé précis sort du cadre de ce cours. Il est satisfait dans les cas suivants :

1. Il existe x € X dont le stabilisateur est compact (en particulier si G est compact).
2. G ~ G est 'action par translation & gauche ou a droite.
De plus, si G » X admet une mesure de Haar elle est unique & une constante multiplicative preés.

Remarque. e Le point 1, pour 'action O,(R) ~ S"~! remontre I'existence de df.
e Le point 2 remontre I'existence de la mesure de Lebesgue, un indice que ce résultat est dur.
e Comme 'action est transitive, les stabilisateurs sont tous conjugués, donc homéomorphes. Dans
le point 1, il est donc équivalent de demander que le stabilisateur de tout point soit compact.
e Ce résultat est satisfaisant théoriquement mais il ne dit pas comment construire la mesure
invariante, ce qui est génant pour la manipuler. Dans les cas concrets on construit souvent une
mesure invariante & la main, comme dans les sections précédentes.

4 Formule de Crofton euclidienne

Dans cette section on prouve la formule de Crofton dans R".

Théoréme 4.1 (Formule de Crofton). Soit I C R un intervalle. Soit v : I — R™ une courbe
paramétrée de classe C' et régulicre, i.e. Vt € I, 7/(t) # 0. Notons £ = [;||7/(t)||dt € [0,+o0] la
longueur de v(I). On a :

r(3)r (% )

Remarque. e Attention ce n’est pas une espérance car y est de masse infinie. Si y(I) C B(0, M)
pour un certain M > 0 (par exemple si ¢ est finie), alors on peut se restreindre & intégrer sur
{(H,w) € Gr*(R") | HN B(0, M) # 0} ~ [-M, M] x S*~!, qui est de mesure finie. Quitte &
normaliser on a alors bien une mesure de probabilité.

e Chaque hyperplan est compté exactement deux fois, une fois avec chaque orientation.
e #(v(I) N H) est un abus de notation pour #y~(H), ce qui est différent si la courbe n’est pas
simple : un point double sera compté deux fois. Ce ne sera pas un probléme dans la suite.

/ #(y(I)NH)dp(H,w) = Cpt, ov C, =
(Hw)egGrt(Rn)



4.1 Cas d’un segment

On commence par prouver le théoréme lorsque v(I) est un segment. Par invariance sous Isom™ (R™),

on peut se ramener & 7y : t — te; de [ 55 2] dans R”, ot e est le premier vecteur de base de R".

Soient (a, 9) € R x S”_l la projection orthogonale de v(I) = [ g, g]el sur la droite RO est le

segment [—£|(eq,0)], £|(e1,0)]]0.
L’hyperplan H(a, 0) = a0—|—0L intersecte () si et seulement si o € [—£|(e1,0)], 5|(e1,60)|]. Comme
dans le cas des aiguilles de Buffon on a donc :
0 silal> gl{er,0),
#(YI)NH(a,0) =1 silal < gller,0)], et (e1,6) #0,
+oo sia=0=(e,0).

Comme £({0} x ({0} x S"72)) =0, on a :

/gr+(Rn)#(’Y(I)mH)d,U,:,U,({( w) | y(I) N H #0}) /sn 1/ oo dad&zﬁ/sanQ,el}\dG.

Le résultat en prouvé en posant Cy, = [¢.—1|(6,e1)|df. Il reste & calculer cette constante. Notons
doj_1 la mesure de volume sur S¥~! ¢ R*. En passant en coordonnées sphériques, on a :

1
Cn = /Sn1‘<0’61>’d9 = Vol(S”‘l)/Sann’elHdgk_l(n)

= # " : n—2
- Vol(Sm1) /Bzo /{o}xgn_JCOS(ﬁ)Hsmw)\ doy—2(n) dB

Vol(S*=2) [2 s a2 Vol(S"72)
Vol(S”—l)/U cos(B) sin(B)" " df = n— 1 Vol(Sn—1)

On conclut en utilisant I'(1) = /7 et la formule suivante pour le volume (n — 1)-dimensionnel de la
27

sphére S*~1 : Vol(S*~1) =

1\31:

I

|3

)"

4.2 Cas ou l’intervalle I est compact

C’est I'étape difficile. Si I est compact alors £ < 400, et on peut supposer que I = [0, ] et que 7 est
un paramétrage par longueur d’arc : Vt € I, |7/ (¢)|| = 1.

On procéde en approchant (I) par des lignes brisées. Soient & € N et i € {1,...,2*}, on note
Ski = [7(%6),7(2%6)] et Cr = Ujcicor Sk, la ligne brisée qui interpole () aux points de
parameétres (%)0@'@’@’ On note ¢y ; la longueur de Sy ; et £ = Z?il Ly ; celle de Cf,.

On va déduire le résultat des trois lemmes suivants.

Lemme 4.2. On a {, ——— /.
k——+oo

Lemme 4.3. Soit H un hyperplan affine de R™ tel que :
1. H ne contient aucun des noeuds v(g—i), onkeNet0<i<2k;

2. H n’est pas tangent a y(I) : Vt € I, si y(t) € H alors +'(t) ¢ H.
Alors (#(Crx N H)),»¢ est une suite croissante qui converge vers #(y(I) N H) < +o0.

Lemme 4.4. Pour presque tout (H,w) € Grt(R™), les conditions 1 et 2 du lemme 4.3 sont satisfaites.



Si on suppose ces lemmes établis, le lemme de croissance monotone assure que :

/ #(y(I)NH)dp = / lim #(CyNH)dp = lim #(CrNH)dp
Gr+(Rn) Grt(Rn) k—-+oo k——+oo Gr+(Rn)
2k 2k
— i SpiNH)dp = i Cplyi = lim Gyl
I<:—1>r-i{loo ; /gr+ (Rn) #( k, ) dn k—gl—loo zzl k, k:—1>r-&{loo k
= Cpl.

Il faut maintenant prouver les lemmes.

Démonstration du lemme 4.2. Comme +' est continue sur [0, /], elle y est uniformément continue.
Soit € > 0 et soit > 0 tel que [t — s| < 77 implique ||7/(¢) —+/(s)|| < e.
Pour tout k& > 0 assez grand pour que 2 <nettout i€ {1,...,2%},

() () -#(#)]-

Donc
1 1—1 l ] 1 1—1 l 1
= or] = (5ee) () 1= (e < o () - () - (52
l
< ?6
et donc
2k ; 2k /
Mk—”: Z(Zk,i—Qk> <Zlk,i—27 < Le. O
=1 =1

Démonstration du lemme 4.3. Soit k >0 et 1 <4 < 2F. Par ’hypothése 1, les extrémités de Sk, ne
sont pas dans H. Donc #(Sk,;, N H) € {0,1}.

Croissance. Si les extrémités de Si; sont dans la méme composante connexe de R™ \ H, alors
#(Sk,; N H) = 0 par convexité. Donc #(Sk; N H) < #(Sk+1,2i-1 VH) + #(Sk41,20 N H).

Par contraposée, si #(S;; N H) = 1, alors 'y(’ 16) et 7(2%5) ne sont pas dans la méme composante de
R™\ H. Par théoréme des valeurs intermédiaires, tout chemin continu reliant ces points intersecte H,
en particulier Sk+1,2i—1 U S]H_LQZ'. Donc #(Sk+1,2i—1 N H) + #(S]H_LQZ' N H) >1= #(Sk,z N H)
Finalement on obtient :

2 2k
#(CrNH) = Z #(SkiNH) < Z #(Skt1,2i-1 NV H) + #(Skr1,20 N H) = #(Crq1 N H).

i=1 i=1

Donc la suite (#(Cy N H)),5, est croissante.
Finitude. On fait une preuve par 'absurde. Si v~1(H) C [0, £] est infini, il admet un point d’accu-

mulation par compacité. Il existe donc t € [0, /] et une suite (¢;);>0 de points de y~Y(H) \ {t} tels

que t; —— t. Comme H est fermé, y(t) € H. Par ailleurs M

j—+oo

cH pour tout j. En passant

a la limite, 7/(t) € H, ce qui contredit I'hypothése 2. Donc W_I(H) est fini.



Stationnarité. On note 0 < t; < -+ < t,, < £ les éléments de v~ *(H). Pour tout j, v(¢;) € H.
Donc, par 'hypothése 2, 7/(t;) ¢ H i.e. la courbe traverse H. Pour tout k£ > 0 assez grand, chaque

intervalle [’ =y ;k 6] contient au plus I'un des t;. De plus, #(S; N H) = 1 si et seulement si c’est

le cas. Donc, pour tout k assez grand,

ok

#(CpNH) =Y #(Sk; NH) =m=#(y(I)N H). O

La preuve du lemme 4.4 utilise le lemme suivant, qui est un cas trés particulier du théoréme de Sard.

Lemme 4.5. Soit f : [0,¢] = R une fonction de classe Ct, alors Leb({f(t) | f'(t) = 0}) = 0.

Démonstration. Soit e > 0, alors {t € [0,4] | |f'(t)| < e} = (f')~1(] —¢&,¢[) est ouvert. Il s’écrit donc
comme 'union disjointe | |;.; U; de ses composantes connexes, qui sont des intervalles ouverts.

Soient x,y € U;, par le théoréme des accroissements finis, |f(y) — f(x)| < €|y — z|. Donc I'intervalle
f(U;) est de longueur Leb(f(U;)) < e Leb(U;). Ensuite,

{rolrm =0y c{f@) 1Ol <e} = f(l_l > U rw

iel el
Donc Leb({f(t) | f'(t) = 0}) < X, Leb(f(U;)) < €37 Leb(Us) < e, pour tout € > 0. O

Démonstration du lemme 4.4. 1l suffit de montrer que chacune des conditions 1 et 2 est satisfaite
p-presque partout sur Grt(RD).
Condition 1. Soit £ > 0 et 0 < i < 2¥, pour tout (o,0) € R xS" ! on a:

<;i) € H(a,0) = af + 0+ — <7<;€>,0>—o¢.

Donc u({ a, ) |'y( ) € H(a,0) }) = fsn 1Leb({< (—i) 9>}) df# = 0. Comme on considére un
nombre dénombrable de couples (k,1),

M<{(a,0) ‘ Ik, 1),y (;) € Hia, 9)}) = 0.

Condition 2. Pour § € S"~!, on note fy : t + (y(t),0) de I dans R. Cette fonction est C! et
foit— (¥ (t),0). Soient (a,0) e RxS" tettel, ona:

. V(t) € H(a,0), (y(t),0) = a, folt), =
H est tangent a y(I) en y(t) < {’y’(t) . H4)(a,9), = { N 0. = {

Donc, par le lemme 4.5,

1({(a,0) | H(c,0) tangent a y(I)}) = p({(c,0) | 3t € I tel que v = fy(t) et fo(t) =0})

m(
({00 < Lt 1003}

 Leb({Ju(t) | f3(6) = 0}) do =0, 0
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4.3 Cas général

Si on ne suppose pas que I est compact, il existe une suite croissante (K;) d’intervalles compacts
tels que I = >0 K. On peut toujours supposer que 7y est un paramétrage par longueur d’arc.
Pour tout hyperplan H fix¢, la suite (#(v(K;) N H));, est croissante et converge vers #(y(1) N H).
Par convergence monotone et le cas précédent, on obtient :

[ #onmde= [ dm #6060 H)di = lim #(y(K;) 0 H) dp
gr+(]Rn) Grt (Rn) J—+o00 J—+o00 Grt (Rn)

= C, lim Leb(Kj;) = Cyt.

J—+o0

5 Formule de Crofton sphérique

Dans cette section, on s’intéresse a une variante de la formule de Crofton pour des courbes tracées
sur la sphére unité S"~! c R”, avec n > 2.

Dans ce cadre, les hyperplans affines sont remplacés par des équateurs de S* !, ¢’est-a-dire des sous-
ensembles de la forme S* NG+ ~ §"2, avec § € S*~ L. Chaque équateur est défini par exactement
deux vecteurs de S"~ !, opposés I'un de 'autre, induisant des orientations opposés sur #+. On peut
donc penser & 6 — S*1 N H+ comme une bijection de S*~! vers I’ensemble des “équateurs orientés”.

Théoréme 5.1 (Formule de Crofton). Soit I C R un intervalle. Soit v : I — R™ une courbe
paramétrée de classe C* et réguliere. Notons £ = [;||7/(t)|| dt € [0,400] sa longueur. On suppose que
v(I) € S*7L. Soit @ une variable aléatoire uniforme dans S*~1, alors :

s n0)] = -

s

Remarque. Comme dans le cas euclidien, #(y(I) N 6+) est un abus de notation pour #v~!(6+).

La preuve est la méme que dans le cas euclidien. La différence principale est qu’on remplace les
segments de droites par des arcs de grands cercles, qui sont les géodésiques sur S* .
5.1 Cas d’un arc de grand cercle

Soient x,y € S*~! distincts et non antipodaux. Alors Vect(z,y) est un plan et S"~!NVect(x,y) ~ S
est I'unique grand cercle de S*~! contenant x et y. Le plus court des deux arcs joignant x & y dans
S™1 N Vect(z,y) est p([z,y]), ott on a noté p : R™ \ {0} — S"~! la projection radiale.

On admettra que cet arc p([z,y]) est I'unique chemin de longueur minimale de z & y dans S* 1.

Définition 5.2 (Géodésique). L’arc p([z,y]) est appelé la géodésique entre x et y.

Commengons par prouver le théoréme 5.1 dans le cas ot y(I) est une géodésique de longueur ¢ < .

La mesure df étant SO, (R)-invariante, on peut se ramener a v : ¢t — (cos(t),sin(¢),0,...,0) de
_ L L n—1
I =[-3,5] dans S"~".

Soit 6 € S"7L.Si @ € S*P N ({0} x R"72) =~ S"3 alors v(I) C 6+ et #(v(I)NoL) = +oc.
Heureusement, cet ensemble est de mesure nulle pour df (c’est la mesure de {0} x R"~2 pour la
gaussienne standard de R™).

Sinon, R? x {0} n’est pas inclus dans 6. Donc l'intersection de ces deux espaces est une droite
vectorielle. Donc

yI)Nnot c (R?x {0})notnsnt
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est de cardinal au plus 2, et en fait au plus 1 car y(I) ne peut pas contenir deux points antipodaux.
On a donc

E[#(’y([) meL)} - IP’[’y(I) not # @] =P[3tel, (v(t),0)=0] =P|0 e Uv(t)L].

tel

Cette probabilité est la proportion de S*~! occupée par User v(t)*. Cette proportion est la méme
que la proportion du cercle S"~! N (R? x {0}) qui rencontre [ J,c; ¥(t)*. On obtient donc

[ (o0n0")] =rloe Unto| - 32 - £

tel

5.2 Cas général

Passer du cas I compact au cas I quelconque se fait exactement comme dans le cas euclidien. Il
s’agit donc de traiter le cas ot I = [0, ] et v est un paramétrage par longueur d’arc.
Pour tout k& > 0 et i € {1,...,2¥} on note S;“ = p(Sk,i) la géodésique de ’y(’ £0) & ’y(zikﬁ). On

note Cj, = p(Ck) = U?il §;m-, qui est une approximation géodésique par morceaux de (7). On peut
alors montrer les équivalents des lemmes 4.2, 4.3 et 4.4 dans ce cadre, avec des preuves similaires.
Commentons rapidement les différences.

Convergence des longueurs Notons 5;“ la longueur de S/” et Ek celle de Ck Pour tout (k,1),
Uy < E/“ < 2,” ol Qk est la longueur de la courbe joignant 'y( é) a 7(2k é) en suivant .

En sommant sur ¢ on obtient que : £ < Ek £ pour tout k > 0. Le lemme 4.2 et le théoréme des
gendarmes montrent alors que [ k—) ¢ sans faire plus d’efforts.
—+o00

Condition de tangence. On veut montrer que 1’équivalent de la condition 2 du lemme 4.3 est
satisfaite presque surement. C’est-a-dire, on veut montrer que :

P[@l est tangent a 7([)} =P[3t € I tel que (y(t),0) =0=(v(t),6)] =0.

Malheureusement, le lemme 4.5 ne suffit pas a établir ce résultat. Il faut utiliser une version plus
évoluée du théoréme de Sard qui sort du cadre de ce cours.

6 Racines de polynémes aléatoires

On va maintenant appliquer la formule de Crofton sphérique (thm. 5.1) au calcul du nombre moyen
de racines réelles d’un polynéme aléatoire.

L’ensemble des polynémes de R;[X] (ou C4[X]) admettant une racine complexe multiple est décrit
par une équation polynomiale en les coefficients (penser au discriminant quand d = 2). C’est donc
une hypersurface algébrique, qui sera de mesure nulle pour toute loi naturelle. Autrement dit, tout
polynéme aléatoire raisonnable P € Ry[X] (ou C4[X]), a presque surement d racines complexes.
Qu’en est-il du nombre de racines réelles 7 Un polynéme générique de Cy4[X] n’a pas de racine réelle.
On se pose donc la question pour un polynome aléatoire dans Ry[X].

6.1 Polynémes de Kac

Définition 6.1 (polynéme de Kac). Un polynéome de Kac de degré d est un polynéme aléatoire
P € Ry[X] de la forme P = fozo a; X', ot les (a;)c;cq sont des N'(0,1) indépendantes.

12



Théoréme 6.2 (Kac, 1943). Soit P un polynéme de Kac de degré d, pour tout intervalle I C R,

d 2d
BP0 ND)] = [t o pd:t%i\/ o

Corollaire 6.3. E[#P~1(0)] = [; pa(t)dt ~ 2 1n(d).

Ezxercice. Prouver le corollaire.
La fonction pg est strictement positive sur R\ {—1, 1} et diverge en £1. Elle donne la répartition en
moyenne des racines de P dans R. On peut vérifier (exercice) qu’en tant que mesures de probabilités :
pa dt oi 1

fR pd(t) dt d—+co 2

((5_1 + (51)

C’est-a-dire que les racines des polynémes de Kac se concentrent autour de £1 lorsque d — +o0.

Démonstration du théoréeme 6.2. La démonstration qu’on présente n’est pas démonstration originale
de Kac [Kac43], mais une preuve alternative due a Edelman et Kostlan [EK95].

Soit P = Z?:l a; X" € Ry[X]\ {0} déterministe, pour le moment. Notons a = (ay, ..., aq) € R
Soit m : t — (1,t,... ,t?) de R dans R la courbe des moments. Pour tout t € R,

: (t)
Pt)=0 <= > ait' =0 < (a,m(t) =0 = < -

4 _ L
2 ol T =0 = T €04

oﬂonanoté@zietyztl—)m.

llall lm @)l

Si maintenant P est un polynome de Kac, alors a ~ N'(0,1d) dans R**! et 6 est uniforme dans S¢.
Par la formule de Crofton,

(PO N D] =E #6050 D] =E[#6(1)ne")] = /I I/ (8] .

d+1)t24
|2 = (1711‘/2)2 - (l(_tzd)H)Q pour tout ¢ € R. O

Pour conclure il suffit de vérifier que ||/ (¢)

FEzercice. Faire le calcul.

6.2 Polyndomes de Kostlan

Définition 6.4 (polynome de Kostlan). Un polynéome de Kostlan de degré d est un polynéme aléa-
toire ) € Ry[X] de la forme Q = Z?:O aiy/ (?)Xi, otl les (a;)y<;<q sont des N'(0, 1) indépendantes.

Théoréme 6.5 (Kostlan, 1993). Soit Q € Ry[X]| polynéme de Kostlan, pour tout intervalle I C R,
1 dt
E onnN=vd | ————.
[#(Q (0) )] f/l(l—i—tQ) p

En particulier E [#Q_l(O)] =d.

Démonstration. La preuve est la méme que celle du théoréme 6.2, en remplagant m par la courbe

m:t— (1,..., \/ (?)ti, . ,td). Il suffit de vérifier que Vt € R, [|7/(¢)]| = H%’ ou”y = HT@TH O
On a de nouveau une densité moyenne de racines donnée par py = Vdp, ot p : t — m est la

densité de la loi de Cauchy. En particulier, la répartition en moyenne des racines ne dépend pas de d.
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6.3 Pourquoi la loi de Kostlan ?

Une idée sous-jacente dans tout ce cours est que les mesures naturelles sur un espace sont les mesures
invariantes sous ’action d’un groupe sympathique. De ce point de vue, on peut s’étonner du fait
que la mesure de Kostlan sur Ry[X] donne un résultat plus sympathique que la mesure de Kac. En
effet, Kac ~ N(0,1d) est invariante sous Ogy1(R) alors que Kostlan ~ A (0, Ay) ne l'est pas, ou

10 0
0
A= (%)
S
0 0 1

Cependant, choisir une gaussienne centrée revient a choisir sa matrice de covariance A, ce qui revient
au choix d’un produit scalaire. Ici, Kac ~ N(0,1d) pour le produit scalaire tel que (X*)o<i<q est

orthonormée, mais Kostlan ~ N (0,1d) pour le produit scalaire rendant (\/@ X%)o<i<q orthonormeée.
Sur R” on avait un produit scalaire canonique. Sur R4[X] on a plein de produits scalaires pertinents,
par exemple les produits scalaires L? a poids. La question devient donc & savoir pourquoi le produit
scalaire de Kostlan est plus pertinent que celui hérité de R4+ en identifiant un polynéme au vecteur
de ses coefficients.

Pour cela, remarquons que Ry[X] ~ R}C‘lom [X,Y] lespace des polynomes homogenes de degré d en 2
variables, via Zle a; Xt — Zle a; X'Y%* Le produit de Kostlan correspond au produit scalaire

sur Rgom [X,Y] qui rend (\/@Xin’i)ogigd orthonormée. On peut vérifier qu’il est défini par :

1 _ lwi?+1z21?

O /<w,z>e@ Plu, 2)Q(w, z)e™ 2" dwdz. 2)

A un facteur prés, c’est le produit L? & poids gaussien standard pour les fonctions sur C? ~ R%.
Par ailleurs O2(R) ~ R? naturellement, et donc Oz(R) ~ RI™[X| Y] par Q- P = Po Q1. On voit
sur la formule (2) que le produit scalaire de Kostlan est invariant sous cette action. Il en est donc
de méme de la loi de Kostlan, c’est-a-dire la A'(0,1d) sur RE°™[X| Y] pour ce produit scalaire. Ce
n’est pas le cas de la loi de Kagc, ce qui explique pourquoi la loi de Kostlan est plus naturelle.

Si on voit P € Rgom [X,Y] comme une fonction sur R?, ses coefficients dépendent de la base ortho-
normée de R? qu’on utilise pour les définir. En revanche, si P suit la loi de Kostlan, la loi de ses
coefficients dans R%! ne dépend pas de la base de R? utilisée pour les définir.

Pour conclure, remarquons que le produit scalaire de Kostlan sur Rgom [X,Y] n’est pas I'unique
produit scalaire invariant sous 'action de O2(R), méme & constante prés. Il existe une famille &
parameétres de tels produits scalaires. En revanche, la formule (2) définit 'unique produit hermitien
sur (Cgom [X, Y] invariant sous Paction de Uy(C) par précomposition, a une constante preés.
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