Géométrie avancée 2016 ENS de Lyon

Formes différentielles, orientabilité

Exercice 1. 1. Soient f : ¢+ €' de R dans R et a = ‘i—x, calculer f*a.

2. Méme question avec f : R? — R? définie par (r,0) — (rcos,rsind) et a = dz A dy.
Exercice 2 (Orientabilité). 1. Montrer qu’une variété parallélisable est orientable.
2. Montrer qu'un produit de variétés orientables est orientable.

3. Montrer que le fibré tangent d’une variété est une variété orientable.

Exercice 3 (Sphéres). 1. La sphére S™ est-elle orientable ?

2. Soient dV = daz® A --- A dz™ la forme volume standard de R"™! (i.e. la forme égale au
déterminant en tout point) et X : x +— Z%% le champs de vecteurs radial. Expliciter
w = X_dV (on rappelle que (Y.a)(Y1,...,Y,) =a(Y,Y1,...,Y})).

3. Vérifier que w est invariante sous l'action de SO, +1(R).

4. Soit i : S® — R™*! I'injection canonique, montrer que i*(w) est une forme volume.
Exercice 4 (Tores). Le tore T™ est-il orientable ? Si oui, construire une forme volume.

Exercice 5 (Espaces projectifs). 1. Soient n € Net f:S" = S", x — —z. Cette applica-
tion préserve-t-elle 'orientation 7

2. L’espace projectif RP™ est-il orientable ?



