Techniques mathématiques de base Printemps 2014

Devoir Maison 2 - Corrigé

Exercice 1. Commencgons par déterminer les racines quatriemes de I'unité. Ce sont les
e =% avec k € {0,1,2,3}. Ona e® =1, ¢'5 =i, '3 =™ = —1 et €5 = —i. Les
racines quatriemes de 1 sont donc 1, 7 ,—1 et —1.

Ensuite —4 = 4¢€'™ et /4 = \/5, donc v/2¢'7 est une racine quatrieme de —4. On obtient
toutes les autres en multipliant v/2¢'T par les racines quatriemes de 1 différentes de 1. On
a alors iv2e'T = e131/2e'd = /2e''T, puis —v2e'i = ei™\/2e'T = /2¢!T et finalement
—iV/2e'T = €15 /2T = \/2e' T

L’ensemble des racines quatriemes de —4 est donc {v/2¢'7, V26T /26T ﬁei%}.

Exercice 2. 1. On obtient les coordonnées de AB en soustrayant les coordonnées de
Aacellesde B: AB=(2-1,3-2,1-3) = (1,1,—-2). De méme on obtient
AC=(3-1,1-2,2-3)=(2,—-1,-1).

L 1 2 1(—1) — (=1)(=2) —1-2 —3
ABANAC =1 |A|-1]=]| (-22-1(-1) |=|-4+1|=[-3
—2 ~1 1(—1) —1x 2 —1-2 —3

Comme AB A AC =+ 6), les vecteurs AD et AC sont libres, donc en particulier A,
B et C ne sont pas alignés.

2. AB A AC est un vecteur orthogonal au plan engendré par les vecteurs @ et E :
Il est donc orthogonal au plan P. Comme le vecteur @ = (1,1,1) = —3(AB A AC)

est parallele a ABAAC , il est aussi orthogonal a P, ainsi qu’a tout plan parallele
a P. Les plans paralleles a P sont donc exactement les plans dont une équation
cartésienne est de la forme W - (z,y, z) = k, ou k est une constante réelle (différente
pour chacun de ces plans).

Onau-(z,y,2) = (1,1,1)-(x,y, 2) = x+y+z, donc les plans paralleles & P sont les
plans dont une équation cartésienne est de la forme x + y + 2z = k. Pour déterminer
I’équation de P, il faut déterminer la valeur de la constante kp € R correspondante.
Pour cela, on utilise le fait que A € P, ce qui se traduit par 1+2+43 = kp, c’est-a-dire
kp = 6. Au final, une équation cartésienne du plan P est : x +y + z = 6.
Remarque. Toute équation obtenue en multipliant I’équation cartésienne ci-dessus
par un réel non nul est également une équation cartésienne de P.

3. D’apres ce qu’on vient de dire, comme P’ || P, une équation cartésienne de P’ est de
la forme x +y+ z = kpr, ot kpr est un réel a déterminer. Comme D = (1,1,1) € P/,
kpr =1+ 1+ 1=3. Donc x + y + z = 3 est une équation cartésienne de P’, ainsi
que toute équation obtenue en multipliant celle-ci par un réel non nul.

4. Les points de A sont les points de I'espace de la forme D + t(/ﬁ) A A—)C’) avec t € R.
Une représentation paramétrique de A est donc :
(x(t),y(t),=(t)) = (1,1,1) +t(—3,—3,—3) = (1 —3t,1—3¢t,1—3t), ou ¢t parcourt R.
Remarque. Une autre représentation paramétrique de A est obtenue en remarquant
que U est aussi un vecteur directeur de A : (z(t),y(t), 2(t)) = (1 +t,1+¢,1+1).

5. Comme A est transverse a P, ils s’intersectent selon un point. Soit ty € R le pa-
rametre du point d’intersection pour le paramétrage de A obtenu ci-dessus. On a
(ZL’(tQ),y(to), Z(to)) e P, donc [L’(to) + y(to) + Z(to) =1—-3tg+1—3tg+1— 3ty =6.
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D’ou 3 — 9ty = 6, ce qui équivaut a tog = —%. Alors 1 — 3tg = 1 — 3(—%) =2et
ANP={(x(to),y(to), 2(t0))} = {(1 — 3tg, 1 — 3to, 1 — 3to)} = {(2,2,2)}.
Remarque. On peut utiliser un autre paramétrage de A ou une autre équation
cartésienne de P. On obtient alors un parametre t; € R pour le point d’inter-
section qui est a priori différent de ¢3. En revanche, apres avoir réinjecté t; dans le
paramétrage on retrouve bien (2, 2,2) pour les coordonnées du point d’intersection.
C’est heureux, vu que cette intersection ne dépend pas du choix d’'un paramétrage
pour A ou du choix d’une équation de P.

Par définition, le projeté orthogonal de D sur P est l'intersection de P avec la
droite orthogonale a P passant par D. C’est donc 'unique élément AN P que 'on a
déterminé a la question précédente. Le projeté orthogonal de D sur P a donc pour
coordonnées (2,2, 2).

Exercice 3. On munit R?® d’un repére orthonormé direct et on décompose u, U et W
dans ce repere : U = (uy,ug,u3), U = (v1,v9,v3) et W = (wy, wy, ws). On calcule ensuite

S

les coordonnées de chacun des membres de I'égalité a prouver.

U1 V1 w1 (751 VW3 — V3W2
u N (’I_J) VAN ﬁ) = | Uy A (%) N | wo = U9 N V3W1 — V1W3
us U3 w3 us V1Wz — VaWy

U2<U1w2 — Ugwl) — U3(’U3w1 — Ulwg)
= U3(U2w3 — ’U3’LU2) — U (U1w2 — Ugwl)
Ui (v3w1 — Ulwg) — U2 (’Ugwg — ?J3UJ2)
UV Wy — UVaW1 — U3V3W1 + U3V W3
= | usvaws — UzVzWz — UIV1W2 + UIV2Wy
UIV3W] — UV W3 — UUW3 + UgVU3W3

V1 w1
. 1_1)))5) — (ﬂ) . 7)@) :(u1w1 + Uo2W2 =+ u3w3) (%) — (U1U1 —+ U2V9 —+ U3U3) Wa
Us w3

UIWV + UgWaV1 + UIW3V] — UIV1W — UgVaW1 — U3V3W]
= | UqW1V2 + U2WaoV2 + U3W3V2 — UV W — UgVaWo — U3V3W2
UL W1 V3 + UW2VU3 + U3W3V3 — ULV W3 — UVsW3 — U3V3W3

U V1 Wo — UgUoW| — UV3W1 + U3V W3
= | uzvows — UgV3W9 — ULV1We + U VW1
UV3W1 — ULV1W3 — UgUaW3 + UgV3W3

—>

On en déduit que UA(TAW) = (u-w)v0 — (U - U)W, ces deux vecteurs ayant les mémes
coordonnées dans un repere de 1’espace.
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