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Feuille d’exercices n° 7

INVERSION LOCALE ET GLOBALE, FONCTIONS IMPLICITES, EXTREMA

1 Inversion locale et fonctions implicites

Exercice 1. Montrer qu’il existe r > 0 tel que pour tout (a,b) € R? avec |a|+|b| < 7 il existe une unique solution

locale (z,y) € R? au systéme d’équations suivant.

2¢ 4+ 3y + 522y =a
xr—y+sin(zby3) =b

Exercice 2. Soit f: R® — R3 'application définie par f : (z,y, z) — (e?¥ + €27, 2% — 2?2 — y). Montrer que f

est un difféomorphisme de R? sur son image, et que f(R3) est un ouvert non trivial de R3.

Exercice 3. Soit f : R? — R? définie par f : (z,y,2) — (22 —y? + 22 — 1,2yz — 1). Soit (20, v0, 20) € R? tel que
f(x07 Yo, ZO) = (03 0)
1. Montrer qu’il existe un intervalle I contenant xo et une application ¢ : I — R? tels que ¢(z0) = (o, 20) et

pour tout z € I, f(x,¢(x)) =0.

2. On note ¢ = (¢1, P2) ol ¢1 et ¢y : R — R sont les composantes de ¢. Calculer ¢ (zq) et ¢5(xo).

Exercice 4. On considere la fonction f :] — 00,1 xR — R définie par f : (z,y) — 2% — y3 — 1. Montrer, en
utilisant le théoreme des fonctions implicites, que :
pour tout (zg,y0) €] — 00, 1[ XR tel que f(zg,yo) = 0, il existe un voisinage U de xg et une fonction ¢ : U — R

de classe C™ vérifiant ¢(z¢) = yo et pour tout x € U f(x, ¢(x)) = 0.

Exercice 5. Soit I : R3 — R? , aussi notée (I, Fy) avec Fy, Fy : R® — R. On
((E7y,2) — (my—z,x2—|—y+xez)
considere sa courbe de niveau 0 : C' = {(z,y,2) € R® | F(z,y,2) = (0,0)}.

1. Montrer que F est de classe C! sur R3.
2. Démontrer que le théoreme des fonctions implicites s’applique en tout point de C.
3. En déduire que C est le graphe d’une fonction ¢ : R — R? de classe C'.
Indication : on admet que pour tout réel g fixé, il existe (yo,20) € R? tel que (z0,yo, 20) € C.

4. Déterminer la matrice jacobienne J,(x) de ¢ en tout point « € R. En particulier, expliciter J,(0).

Exercice 6. Soit £ = Ry[X] l'espace vectoriel des polyndmes de degré au plus d. On le munit de la norme infinie
sur les coefficients. C’est-a-dire, pour tout P = ZZ:O ap X" € E, on a || P|| = maxo<k<a |ax|.

Soient Py = co + ¢1 X + - -+ + ¢4 X% un polynoéme de E et 25 € R une de ses racines, que ’on supposera simple.
Montrer qu’il existe r > 0 tel que pour tout P € E tel que || P — Fy|| < 7, le polynéme P admet une unique racine
simple xp dans |zg — r; 29 + [ et la fonction P — zp est de classe Cl.

Indication : on pourra définir F': E X R — R par F : (P,z) — P(x).



Exercice 7. On considere I'application f : R? — R définie par (z,y) — 23 — 22y + 2% — 1. Trouver la pente de
la droite tangente & la courbe d’équation f(z,y) = 0 au point (1, 1). Préciser la position de la courbe par rapport
a sa tangente en ce point.
Exercice 8. Soient f: R? — R définie par (z,y, z) +— 22 — 2y — y%2 + 2% et ¥ sa surface de niveau 0 dans R3.
1. Déterminer ’équation du plan tangent & ¥ au point (1,1,1).
2. Vérifier qu’au voisinage du point (1,1, 1) cette surface est le graphe d’une fonction z = g(z,y).

3. Ecrire le polynome de Taylor d’ordre deux de g au point (1,1). Quelle est la matrice hessienne de g en ce

point ?

4. Quelle est la position de la surface par rapport au plan tangent ?

2 Extrema

Exercice 9. On considére la fonction f : R? — R définie par f : (z,y) — e"+euty” | Justifier 'existence du
développement de Taylor de f & l'ordre 2 au voisinage du point (0,0), le déterminer.
Exercice 10. On définit f : R? = R par f: (z,y) — 2% + 2y* — 222 + 2.
1. Vérifier que si D est une droite passant par (0,0), la restriction de f & D possede un maximum local &
lorigine.
2. Etablir si (0,0) est un point de maximum local.

Exercice 11. Soit f : R? — R l'application (z,y) +— 222 + 2y% + 2%y? — z* — ¢*.

1. Déterminer les extrema locaux de f.
2. Vérifier que pour tout (z,y) € R?, f(x,y) < 2(2? + y?) — M. En déduire que f est majorée par 4.
3. Trouver le maximum global de f et les points ou il est atteint.
4. f admet-elle un minimum global ?
Exercice 12. Déterminer les bornes de la fonction g : R?> — R définie par g : (z,y) — 32y — 322 — y> sur le
compact K = [-1,1] x [-1,1].
Exercice 13. Etudier les extrema des fonctions suivantes sous les contraintes indiquées.
1. f:(z,y) = x + 2y sous la contrainte 2? + y? = 5,
2. fi(m,y,2) = (x —2)%+ (y — 1)% + 22 sous la contrainte 22 + y% + 22 =1,
3. f:(xz,y,2) — zyz sous les contraintes x +y+z=1et y — z = 1.
Exercice 14. Soit s € Ry, et Dy = {(z1,...,2s) € R4)™ | 21 + ... + x5, = s}. Soit f: (R4)™ — Ry la fonction
définie par f: (z1,...,x,) — T1To - - Tyy.
1. En utilisant les multiplicateurs de Lagrange, trouver la valeur maximale atteinte par f dans ’ensemble Dy.
2. Déduire de la question précédente que, pour tous x1,...,x, € Ry, on a l'inégalité :

1+ ... +x,

1
T1To - Tp)m <
(12 n)"f n



