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Maths IIT PMI - Analyse

Feuille d’exercices n° 5

LIMITES ET CONTINUITE DES APPLICATIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

1 Limites

2 a2
Exercice 1. Soient f:R?\ {(0,0)} — R la fonction définie par f : (x,y) %
T )

la limite en (0,0) de la restriction de f & la droite d’équation y = ma. En déduire que f n’a pas de limite a

. Pour tout m € R, étudier

Porigine.
Exercice 2. Soit f : R? — R la fonction définie par :

U ki) # (0.0)
—— i (x, ,0),
fi(wy) = { ot =202y + 3y° g
0 si (z,y) = (0,0).
1. Pour tout m € R, étudier la limite en (0,0) de la restriction de f & la droite d’équation y = mu.
2

2. Calculer, si elle existe, la limite a 'origine de la restriction de f a la parabole d’equation y = x~°.

3. Montrer que f n’a pas de limite a ’origine.

Exercice 3. Soient Q C R? tel que (0,0) est adhérent & Q et f :  — R. On peut considérer trois types de limites

suivants :
A i o /(9 B. lim(lim £(=,4)), C. lim(lim f(z,)).

1. En utilisant les fonctions f et g définies sur {(z,y) € R? | z # 0,y # 0} par :

2 2 T

e Hxyy) — ——,
22 + y? gy x? +y?

fi(zy)—

démontrer les propositions ci-dessous.
(a) Les limites (B) et (C) peuvent exister sans que la limite A existe.
(b) Les limites (B) et (C) peuvent exister sans étre égales.
(¢) Une de ces trois limites peut exister sans que les deux autres existent.

2. En considérant h : {(z,y) € R? | y # 0} définie par h : (z,y) — xsin (%), montrer que les limites (A) et

(C) peuvent exister sans que la limite (B) existe.

3. Montrer que si les limites (A) et (B) existent alors elles sont égales.

Exercice 4. Etudier la limite au point de coordonnées (0,0) de la fonction f : {(z,y) e R? ‘ r#£0,y#0} - R
sin(xy)
Ty

Exercice 5. Pour chacune des fonctions de deux variables suivantes, préciser le domaine de définition et calculer,

définie par (z,y) —

si elle existe, la limite lorsque (z,y) — (0,0).



1
x§y2 l‘Q

VIzyl

1. (z,y) — Y2 3. (z,y) — 7 5 (x,y) » ———<,
22y cos(zy) — 1
2. (z,y) — PENEY 4. (z,y) T2y 6. (x,y) — zv.

Exercice 6. Pour chacune des fonctions g : Ry x [0, 2r[— R suivantes, calculer (si elle existe) la limite de g(p, 6)

lorsque p tend vers 0 a 6 fixé. Préciser si cette limite est indépendante de 6, et si la convergence est uniforme en 6.

l.g:(p,H)HL 2.

sin(f) + 3’ pln(psin(f)) si 0 €]0, 7,

0 sinon.

g:(pﬂ)H{

Déduire de ce qui précede la limite lorsque (x,y) — (0,0) de la fonction f : R? — R définie par :

V(p,0) € Ry x [0,27[,  f(pcos(f), psin(0)) = g(p,0).

Exercice 7. En effectuant un passage en coordonnées polaires, calculer la limite des fonctions suivantes en (0, 0),

si elle existe.
3 w2y

1. f: — _ .
f ($, y) 4 + x2y2 + y4

-7 2. g: =
e g:(z,y)

Exercice 8. Soit o € R, étudier les limites lorsque (x,y) — (0,0) et lorsque ||(z,y)|| — +oo de la fonction
(z>+y* +a+y+ 1)
x2 4 2 '

fi(z,y)—

Exercice 9. En effectuant un passage en coordonnées polaires, étudier les limites lorsque (z,y) — (0, 0) et lorsque

I(z, y)|| = +oo des fonctions suivantes :

x arctan(y . s ()2
L f e () o SRrtany), 3. f () = (L o] + [y)) sin(y?),
¢ +y*+1
22 4yt
2. fi(zy) = 2t + 2 4. f:(z,y) — ye® + n(|y|).

2 Continuité

2y
— si(x,y 0,0
Exercice 10. Soit f : (z,y) — xh 4 2 (z,) # (0,0)
0 sinon.

1. Montrer que la restriction de f a toute droite passant par 'origine est continue & l’origine.

2. f est-elle continue en (0,0)?

Exercice 11. Etudier la continuité des fonctions f : R? — R suivantes.

1 3.
w2y?
i 9 070 9 . 1
fi(z,y) = a2 +y? si (z,y) # (0,0) (2 + y?) sin (x) si xy # 0,
0 si (2,) = (0,0) fi{my) = v
0 sizy =0
2.
2 . 4.
7y sixz <y, 4 sig? <
. Y,
(@, — .
[z, y) {y o, f(zy) — { _
y“ sinon.



Exercice 12. Sur quelles parties de R? les formules suivantes définissent-elles une fonction continue ?

IB +y3 ) l’y2
1. f(x,y) = W 2. g(ﬂ:,y) = Sin (M) .

Démontrer que ces deux fonctions se prolongent par continuité au point (0, 0).

Exercice 13. Soit f : © — R avec Q C R2. Pour tout k¥ € R, on appelle ligne de niveau k de f '’ensemble
F7Y{k}) = {(z,y) € Q| f(x,y) = k}. Trouver I'ensemble de définition et les lignes de niveaux 0, 1, —1, 2 et 3
des fonctions f: (z,y) — Va2 + 92, g: (z,y) = 22 +y? et h: (z,y) — ¥ Représenter graphiquement ces lignes

de niveaux.

Exercice 14. Pour chacune des fonctions suivantes tracer les lignes de niveau indiquées :

1. f:(z,y)— IQJFZ,pourk;E 0,—1}, 3. f:(z,y Hizjtyz,pourk‘:l
T+y 8—xz2y
2. f:(x,y) — B2 pour k € {1,2}, 4. f:(z,y) =z —y— |z —y|, pour k € R,
zy

Pour la derniere question, traiter séparément les cas k =0, k > 0 et k < 0.

Exercice 15. Soient f et g de R™ dans R™ deux applications continues.
1. Montrer que 'image réciproque f~1(F) d'un fermé F de R™ est un fermé de R™.
2. En déduire que I'image réciproque f~1(0) d’un ouvert O de R™ est un ouvert de R".
3. Montrer que {z € R", f(z) = g(z)} est un fermé de R™.
4. On suppose m = 1, montrer que {z € R", f(z) < g(x)} est un fermé de R™.

5. On suppose m = 1, montrer que {x € R", f(x) < g(z)} est un ouvert de R™.
Exercice 16. Etablir si les fonctions suivantes sont bornées dans R? :

L f:(z,y) = (z+2y%) exp(— |ay]), 3. f:(zy) = (@' +y?) exp(—2® —y).
2. f:(z,y) — exp(cos(1 + zy)),

Exercice 17. Soient f : R™ — R™ une application continue telle que V(z,y) € R x R", f(x +y) = f(z) + f(y).

1. Montrer que Vo € R™, ¥n € N, f(nz) = nf(x). 3. Montrer que Vo € R", Vq € Q, f(qx) = qf(z).

2. Montrer que Vz € R™, Vn € Z, f(nz) =nf(x). 4. En déduire que f est une application linéaire.

3 Continuité des applications linéaires

Exercice 18 (Une forme linéaire non continue). Soit E I’espace vectoriel des applications continues de [0; 1] dans

1
R. Pour f € E, on note ||f|| = / |f(¢)|dt la norme 1 de f. Pour tout ¢ € [0;1], on définit une application de F

0
dans R par d. : f — f(c). Montrer que J. est une forme linéaire sur E mais qu’elle n’est pas continue.
Exercice 19. Soit E un espace vectoriel sur lequel toutes les normes sont équivalentes. Soient ||-|| une norme sur
FE et f une forme linéaire sur F.
1. Montrer que z € E — ||z|| + | f(z)| définit une norme sur E.

2. En déduire que f est continue.



Exercice 20 (Norme d’opérateur). Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues de [O 1] dans R. Pour f € E,
on note || f|| —/ |f(t)| dt la norme 1 de f. Soit : E — E définie par : Vz € [0;1], / f(t)dt.
1. Montrer que p est bien définie et que p est une application linéaire continue de E dans lui-méme.

2. Soit (fy) la suite de fonctions définie par f,(t) = n(1 — )"~ pour tout t € [0;1] et n € N*. Calculer ||f,||
et ||u(frn)] et en déduire la norme triple de p.

n

Exercice 21. On munit R[X] de la norme |-||,, définie pour P(X Zaka par || P| ., = maXo<p<n |ak-
k=0

Pour ¢ € R, on définit la forme linéaire suivante sur R[X] : ¢, : P(c). Pour quelles valeurs de ¢ la forme

linéaire . est-elle continue ? Dans ce cas, déterminer la norme de ..

Exercice 22. Soit d € N*, montrer qu’il existe C' > 0 tel que pour tout P € Ry[X] on ait :

P(=1)*+ P'(0)> + P"(1)? < (J/l P(t)*dt.



