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1 Fonctions, limites, continuité

Définition 1.1. Une application f est la donnée d’un ensemble de départ U, d’un ensemble d’arrivée V,
et pour tout point z € U la donnée de son image f(x) € V.

Définition 1.2. Soient f: U — V et g: V' — W deux applications avec V' C V'. On définit lapplication
composée go f : U — W par : Ve € U, (g o f)(z) = g(f(x)).

Remarques 1.3. 1. Ici on aura toujours U C R™ et V = R™. On parle alors de fonction vectorielle. On
parle de fonction lorsque m = 1 ou, par abus de langage, pour m quelconque si le contexte est clair.

2. La formule définissant g o f n’a du sens que si V' C V', c¢’est-a-dire si on peut écrire un diagramme :

U i> V L W ol l'ensemble intermédiaire est a la fois espace but de f et contenu dans l’espace
source de g.

Notations 1.4. Pour tout = (z1,...,2,) et y = (y1...,yn) € R”, on note z -y = E;Zl x;y; le produit

scalaire de z et y, et ||z| = Vo -z = (3, mf)% la norme de x.
Définition 1.5. Soient f:U — R™, [ € R™ et a € U, on U désigne U U JU. On dit que f tend vers [ en
a, et on note f(x) — [, lorsque : Ve >0 3Ja >0 ((z €Uet ||z —a| <a)=(||f(z) =1 <e)).

Existence d’une limite. Souvent, pour prouver que f(x) — [, on majore || f(z) — || par une quantité
r—a

qui ne dépend que de ||z — al| et tend vers 0 lorsque ||z — al| tend vers 0.
Sil=(li,...,lm) ER™et f=(f1,..., fm), ot fi : U — R est la i-éme composante de f, on peut aussi
montrer que pour tout i € {1,...,m}, f;(x) —— l;, ce qui est équivalent.

r—a

Remarque 1.6. Dire que f tend vers [ en a est plus fort que dire que les n fonctions vectorielles partielles
tendent vers [ en a, ou méme que la restriction de f a toute droite passant par a tend vers [ en a.

Par exemple, considérons f : R? — R comme ci-dessous, qui vaut 1 sur ’axe vertical et dans les deux
disques hachurés, et valant 0 partout ailleurs.

A Une droite passant par a = (0,0) et qui n’est pas 'axe des or-
‘ données, par exemple A, contient un segment centré en a inclus
dans la zone hachurée.

En restriction & une droite quelconque passant par a, f est donc
constante & 1 sur un segment autour de a. En particulier, en
restriction a toute droite passant par a, f tend vers 1 en a.

Cependant f ne tend pas vers 1 en a. En effet, on peut trouver
des points arbitrairement proches de a en lesquels f s’annule,
par exemple des points de la courbe en pointillés.

Proposition 1.7. Soient f et f: U = R™, p:U =R et a € U telles que f(x) — [, f(z) — [ et

r—a Tr—a

u(x) — X. Alors (f + f)(x) —2 I+1 et (uf)(z) — Al

Proposition 1.8. Soient f : U — V et g:V — RP avec V C R™. Soienta € U, b€ V etl € RP, si
fl@) —— b et g(y) — I, alors (go f)(xz) — L.
r—a y*) r—a

Définition 1.9. Soient f : U — R™ et a € U, on dit que f est continue en a si f(x) —— f(a). On dit

r—ra
que f est continue (ou de classe C°) sur U, si elle est continue en tout point a € U.



Remarques 1.10. 1. Si f=(f1,...,fm), il est équivalent de dire que f est continue en a (resp. sur U)
et de dire que toutes ses composantes (f;) sont continues en a (resp. sur U).
2. En revanche, dire que f est continue en a est strictement plus fort que dire que les fonctions vecto-
rielles partielles de f sont continues en a, ou méme que la restriction de f a toute droite passant par
a est continue en a. Le contre-exemple de la remarque 1.6 s’adapte immédiatement.

Proposition 1.11. Soient f et f:USR™ u:U—RetaclU.Sif, fet W sont continues en a (resp.
sur U), alors f + f et uf sont continues en a (resp. sur U ).

Proposition 1.12. Soient f : U =V et g: V — RP avec V C R™. Si f est continue en a € U (resp. sur
U) et g est continue en f(a) €V (resp. sur V), alors go f est continue en a (resp. sur U).

Exemples 1.13. Les fonctions coordonnées (z1,...,x,) +— x; pour j € {1,...,n}, les fonctions polyno-
miales (en les n variables z1, ..., z,), les fractions rationnelles (quotients de deux polynoémes), les fonctions
trigonométriques cos, sin, ..., les fonctions exp et In sont continues partout ou elles sont définies.

Continuité d’une fonction vectorielle. Souvent, pour prouver qu’une fonction vectorielle est continue,
on remarque que ses composantes sont obtenues par opérations élémentaires (sommes, produits, compo-
sitions) & partir de fonctions que 'on sait continues (par exemple celles de I'exemple 1.13) et sont donc
continues par 1.11 et 1.12. Quand cela échoue, il faut revenir a la définition et calculer la limite de f aux
points considérés (exemple : TD fiche 2, exercice 5.1).

2 Petits o

Définition 2.1. Soient f et g: U — Ret a € U, on dit que f est un petit o de g en a si il existe une
fonction € : U — R telle que f = €g et e(x) —— 0. On note f(x) = o (g(z)).
Tr—a r—a

Cela signifie que f(z) est “négligeable” devant g(x) au voisinage du point a. On omet souvent de préciser
le point a dans la notation, mais il faut retenir qu’il s’agit d’une information ponctuelle.

Ezemple 2.2. Sur R, 22 = oo(x), ce qui signifie que 2 tend vers 0 “plus vite” que x en 0.
T—

Pour f:U — R et a € U, on a I’équivalence entre “f(z) = o(1) en a” et f(x) — 0.
Tr—a

De méme, “f(x) = f(a) + o(1) en a” est équivalent & la continuité de f en a.

3 Rappels d’algebre linéaire

Définition 3.1. Une application L : R™ — R™ est dite linéaire, si pour tout x et y € R™ et tout A € R
ona:L(x+y)=L(x)+ L(y) et L(Az) = AL(x).
Remarques 3.2. 1. On note 0 les vecteurs (0,...,0) de R” et R™. Pour L linéaire, on a L(0) = 0.
2. L est linéaire si et seulement si ses composantes L; : R™ — R le sont pour ¢ € {1,...,m}.
Ezxemples 3.3. 1. L:R — R définie par z — —5z,
2. L:(x,y,2) = (x +2y,3y — 62) de R® dans R?,

3. la projection de R™ sur la j-éme coordonnée, (z1,...,xy,) — ;.
Proposition 3.4. Soient L et L : R" — R™ linéaires et A € R, alors L+ L et AL sont linéaires.

Proposition 3.5. Soient L : R — R™ et K : R™ — RP linéaires, alors (K o L) : R™ — RP est linéaire.

Notations 3.6. On note ey, ..., e, les vecteurs de la base canonique de R™ (les coordonnées de e; sont
n

toutes nulles sauf la j-eme qui vaut 1). Un point = (z1,...,2,) € R" s’écrit alors comme z = ) zje;.
j=1

Soit L : R™ — R™ linéaire, pour tout = = (z1,...,2,) € R", L(z) = L <Z zjej | = > x;L(ej). L'ap-
j=1 j=1

plication linéaire L est donc totalement déterminée par la donnée de n vecteurs de R™ : L(ey), ..., L(ey).
Pour m = 1, cela montre que si L : R™ — R est linéaire elle est de la forme : (z1,...,2z,) — biz1+- - +byx,
avec by, ...,b, € R. Il existe donc un unique b = (by,...,b,) € R™, tel que Vo € R*, L(z) = b - .



Définition 3.7. Une matrice de taille m X n est un tableau rectangulaire de réels, a m lignes et n colonnes.

Notations 3.8. On note M, , I’ensemble des matrices de taille m x n. Si M € My, ,,, on note m;; le
coeflficent réel figurant & 'intersection de la i-eme ligne et de la j-éme colonne de M, pour 1 < i < m et
1 < j < n.On note aussi M = (mij)l@-gm, ou 'ensemble d’indexation est souvent omis.

1<j<n

Définition 3.9. Soient A € M,, ,, et B € My, , avec A = (a;5) et B = (b;;). On définit le produit AB

comme la matrice (¢;;) € M, , telle que pour tout ¢ € {1,...,p} et tout j € {1,...,n}, ¢;j = > airbk;.
k=1

Remarque 3.10. Cette définition n’a de sens que si le nombre de colonnes de A est égal au nombre de
lignes de B. Par ailleurs, le produit matriciel n’est pas commutatif. Ici BA n’a de sens que si n = p et,
méme dans ce cas, AB et BA sont a priori de tailles différentes, donc ne peuvent étre égales.

Définition 3.11. Soit L : R™ — R™ linéaire, on appelle matrice de L la matrice Mat(L) € M,, ,, dont la
j-eéme colonne contient les m coordonnées de L(e;) :

L(e1)1 L(ex) L(ey )

L(e1)2  Lez)2 L(en)2
Mat(L) = .

Lle)m L(eshm .. Llen)m

ou on a noté L(e;) = (L(ej)1,...,L(ej)m) pour tout j € {1,...,n}.

Ezemples 3.12. Pour les exemples de 3.3 1 et 2, on a Mat(L) = (—5) € My et Mat(L) = ((1) § —06>

Dans la suite, on identifiera naturellement un vecteur z € R™ avec la matrice colonne (de taille n x 1) qui
contient ses coordonnées. Alors, pour tout L : R™ — R™ linéaire et tout x € R™,

L(z), & ot Lie): - Len)1\ [ a1
L(z) = : = : = : : D | =Mat(L) | : | =Mat(L)z.
L(z)m > @i L(e;)m Lle)m --- Llen)m/) \@m Tom
j=1

Proposition 3.13. Soient L et L : R™ — R™ linéaires et X\ € R, alors Mat(L + L) = Mat(L) + Mat(L) et
Mat(AL) = AMat(L) (addition et la multiplication par un réel étant définies coefficient & coefficient).

Proposition 3.14. Soient L : R™ — R™ et K : R™ — RP? linéaires, alors Mat(K o L) = Mat(K)Mat(L).
Définition 3.15. Soit M = (24) € My, le déterminant de M est le réel det(M) = ad — be.

Remarque 3.16. La notion de déterminant se généralise a la dimension n, mais la formule est compliquée.
Le déterminant n’a de sens que pour des matrices carrées.

4 Différentiabilité

Définition 4.1. Une partie U C R"™ est dite ouverte, si pour tout a € U, il existe r > 0 tel que la boule
ouverte de centre a et de rayon r, B(a,r) = {z € R"|||z — a|| < r}, soit contenue dans U.

Dans la suite, les ensembles de définition de toutes les fonctions vectorielles considérées
seront supposés ouverts. Par défaut, U désigne toujours une partie de R".

4.1 Dérivées directionnelles et partielles

Définition 4.2. Soient f: U — R™, a € U et h € R™. Si w a une limite quand ¢ tend vers 0,
on dit cette limite est la dérivée directionnelle de f en a dans la direction h, notée Dy, f](a) ou [0 f](a).

Remarques 4.3. 1. Pour étudier la limite ci-dessus, il faut que f soit définie en a + th, au moins pour
des t assez proches de 0. C’est pourquoi on travaille sur des ouverts lorsqu’on veut parler de dérivée
(directionnelle, partielle, mais aussi classique pour f : R — R™) ou de différentielle (voir 4.2).



2. Par définition, f est dérivable dans la direction h en a si et seulement si ¢y : t — f(a + th) est
dérivable en 0. On a alors ¢’(0) = [Dy f](a) € R™.

Définition 4.4. Soit f: U — R™, a € U et ey,...,e, les vecteurs de la base canonique de R". Si elle
existe, la dérivée directionnelle [D.; f](a) est appellée dérivée partielle de f en a, par rapport a la j-eme

variable. On la note 8f (a).

Notation 4.5. On note souvent (%, %) = (nglv %2) sin=2,et (%, g—{:, %) (68{1 , 8(1][2, 88;;) sin=3.

4.2 Différentielle

Définition 4.6. Soient f : U — R™ et a € U, on dit que f est différentiable en a s’il existe une application
linéaire L : R™ — R™ telle que ||f(a + h) — f(a) — L(h)| = h00(||h||), c’est-a-dire :
—

fla+h)— f(a) — L(h)

0.
17|l h—0

L’application L est alors appelée la différentielle de f en a, et est notée [df](a). On appelle Mat([df](a)) la
matrice jacobienne de f en a, notée J(f)(a) ou Jac(f)(a). Pour tout h € R™, on note [df](a).h au lieu de

[df](a)(h).

Proposition 4.7. Si f : U — R™ est différentiable en a, alors sa différentielle est unique.

Remarques 4.8. 1. Notons f1, ..., fm les composantes de f. Alors f est différentiable en a si et seulement
si les f; sont toutes différentiables en a, et [df](a).h = ([df1](a).h, ..., [dfm](a).h) pour tout h € R™.

2. La définition signifie que z — f(a) + [df](a).(z — a) est la mellleure approximation de f par une
fonction vectorielle affine (linéaire plus une constante) au voisinage de a.

Ezxemples 4.9. 1. Les fonctions de I'exemple 1.13 sont différentiables partout ou elles sont définies.

2. Une application linéaire L : R™ — R™ est différentiable sur R", et Vo € R", [dL)(z) = L. Par
exemple, (z1,...,%,) — x; est égale & sa différentielle en un point quelconque. On la note souvent
dz;, car c’est la différentielle en un point quelconque de la j-eme fonction coordonnée.

Proposition 4.10. Si f : U — R™ est différentiable au point a € U, alors elle est continue en a.
Remarque 4.11. La réciproque est fausse, x — |x| est continue sur R, mais n’est pas différentiable en 0.

Proposition 4.12. Si f : U — R™ est différentiable en a € U, alors f admet des dérivées directionnelles
en a dans toutes les directions. De plus, pour tout h € R™, on a [df](a).h = [Dy f](a).

Remarque 4.13. La réciproque est fausse. Un contre-exemple est fourni par la fonction vectorielle f de la
remarque 1.6. Elle a une dérivée directionnelle dans toutes les directions en (0,0), mais elle n’y est pas
continue, donc pas différentiable. Voir aussi le TD, fiche 2 exercice 5.

Soit f : U — R™ différentiable en a € U, alors Vj € {1,...,n}, [df](a).e; = [De, f](a) = ngj(a). Donc
(voir la section 3), pour tout h € R™, [df](a).h = Z h; 2 R L (a).

En tant qu’application linéaire de R™ dans R™, [df]( )= g—f( a)dz;, ou dz; est Papplication définie dans
I'exemple 4.9 2. On a aussi :

o(a) - 5’5;()
J(f)a)=| :
Ou(q) ... 2n(q)

Existence de dérivées directionnelles ou partielles. Pour prouver que f : U — R™ a une dérivée en
a dans la direction h (en particulier une dérivée partielle), si f est différentiable en a on conclut par 4.12.
Sinon on revient a la définition 4.2, en montrant l’existence d’une limite, ou que @y, : t — f(a + th) est
dérivable en 0 (voir remarque 4.3 2) ce qui est souvent plus simple quand f est définie par une formule.

Calcul des dérivées partielles. Sous réserve d’existence, %(a) est la dérivée au point a; € R de la
J

fonction vectorielle partielle z; — f(a1,...,aj-1,%j,aj41,...,a,) de R dans R™. On calcule donc 8‘% en
dérivant f par rapport & x;, les autres variables étant traitées comme des constantes.



Calcul de la différentielle. Si elle existe, la différentielle de f en a est : [df](a) = > (%fj(a)dxj. 11 suffit

donc de calculer les dérivées partielles de f en a. Il est strictement équivalent de calculer J(f)(a).

Calcul d’une dérivée directionnelle. Si f est différentiable en a et h € R™, on calcule [Dh f]( ) a

partir de la différentielle ou des dérivées partielles par la relation : [Dy, f](a) = [df](a).h = Z h; 2L o2 L(a).

Matriciellement [Dy, f](a) = (J(f)(a))h, en identifiant vecteurs et matrices colonnes associées. Sl [Drf](a)
existe mais f n’est pas différentiable en a, il n’y a pas de relations entre [Dp, f](a) et les éventuelles dérivées
partielles de f en a. On utilise alors la relation [Dj, f](a) = ¢},(0), ol ¢y, est définie comme en 4.3 2.

Définition 4.14. Soit f : U — R™, si les dérivées partielles de f existent en tout point de U et sont
continues de U dans R™, on dit que f est de classe C* sur U.

FEzemple 4.15. Les exemples de 4.9 sont de classe C! sur leurs ensembles de définition.
Théoréme 4.16. Si f est de classe C* sur U, alors f est différentiable en tout point de U.

Remarque 4.17. Ce théoreme est faux, si on demande seulement que les dérivées partielles soient continues
en chacune des variables indépendamment. Un contre-exemple est donné dans le TD, fiche 2 exercice 5.

4.3 Opérations sur les fonctions vectorielles différentiables

Proposition 4.18. Soient f et f : U—=R", acUetAeR. Sifet f sont différentiables en a (resp.
sont de classe C* sur U), alors f + f, et \f sont différentiables en a (resp. sont de classe Ct sur U).
Dans ce cas, en x = a (resp. pour tout x € U), on a :

[A(f + Nl(@) = [df)() + [df](2) et [dAf)](z) = Mdf])(x).

Proposition 4.19. Soient f : U - R™, a: U - R eta € U. Si f el a sont différentiables en a (resp.
sont de classe C* sur U), alors af est différentiable en a (resp. de classe C* sur U).
Dans ce cas, en x = a (resp. pour tout x € U), on a :

Vh e R", ld(af)](z).h = ([da](2).h) f(z) + a(z)([df]()-h).

Remarque 4.20. Les formules de 4.18 sont aussi valables pour les jacobiennes et les dérivées partielles.
Celle de 4.19 est valable pour les dérivées partielles. La traduire en termes matriciels demande du soin.

Proposition 4.21 (Chain Rule). Soient f : U =V et g: V — RP avec V C R™. Si f est différentiable
ena € U (resp. Ct surU) et g est différentiable en f(a) € V (resp. C' sur V), alors go f est différentiable
en a (resp. Ct sur U). Dans ce cas, pour x = a (resp. pour tout x € U) on a :

[d(g © f)l(z) = [dg](f(2)) ° [df](z)-
Remarque 4.22. Ceci se traduit sur les jacobiennes par : J(g o f)(z) = [J(g)(f(x)][J(f)(x)]-

Utilisons cette relation en un point a vérifiant les hypotheses de 4.21. En notant (yi,...,¥ym) les coor-
données dans 'espace intermédiaire R™ contenant V', on obtient, pour tout 1 <7 < pet tout 1 <5 < n,
la relation :
a Z agz aflc (a)
53:] 8yk 3Ij '

Calcul des dérivées partielle d’une composée. Pour calculer (g Of )i (a), on utilise la formule ci-dessus,
apres avoir calculer les dérivées partielles de f et g qui y apparalssent (exemple en TD, fiche 3 exercice 3).

Calcul de la différentielle d’une composée. On calcule les dérivées partielles de f en a et de g en f(a),
ce qui fournit leurs jacobiennes. On calcule ensuite J(g o f)(a) par 4.22, ce qui est équivalent & calculer la

n
différentielle. On peut aussi utiliser [d(g o f)](a) = 21 8(6';];f ) (a)dz;, et utiliser la formule ci-dessus, ce qui
J:
revient au méme.
Classe C!. Souvent, pour montrer que f : U — R™ est de classe C*, on remarque qu’elle est obtenue (ou que
chacune de ses composantes est obtenue) par opérations élémentaires (sommes, produits, compositions)
A partir de fonctions vectorielles de classe C! (par exemple celles de 4.9) et est donc de classe C!' par
les propositions 4.18, 4.19 et 4.21. On peut aussi calculer ses dérivées partielles et montrer qu’elles sont
continues sur U.



Ezemple 4.23. La fonction x — ||z|> = Y_(z;)? est de classe C! sur R™. Sa racine carrée : x — ||z||, est de
classe C* sur R™ \ {0}. Cependant, elle n’est pas différentiable en 0 (ot on a noté 0 pour (0,...,0)).
Non différentiabilité en un point. Soit f : U — R™ et a € U. On commence par vérifier si f est
continue en a. Si elle ne l'est pas, elle n'y est pas différentiable d’apres 4.10 (exemple en 4.13).

On vérifie que f est dérivable dans toute direction en a. Si f n’est pas dérivable dans la direction h en a,
elle ne peut étre différentiable d’apres 4.12.

Si f est dérivable dans toutes les directions en a, la seule application qui pourrait étre la différentielle de
fen aest h — [Dyf](a), dapres 4.12. Si ¢’était effectivement la différentielle, elle serait linéaire et on

aurait : Vh € R™, [Dyf](a) = > hj%(a). 11 suffit alors de trouver h € R™ pour lequel cette formule n’est
i=1 ’

pas satisfaite pour conclure que f n’est pas différentiable en a (exemple en TD, fiche 2 exercice 5.4).

Différentiabilité en un point. Si f est de classe C', on peut conclure par le théoréme 4.16. On peut

aussi remarquer que f s’obtient par opérations élémentaires a partir de fonctions vectorielles différentiables

en a et conclure par 4.18, 4.19 et 4.21. Si cela échoue, on commence par déterminer le seul candidat pour

flath)—f(a)=L(h) 0.
Al h—0

n
la différentielle, L : h — Y hj%(a). Il s’agit ensuite de vérifier qu’'on a bien
j=1 ’

4.4 Gradient

Dans le cas particulier ot m = 1, soit f : U — R différentiable en a € R™. On a [df](a) : R™ — R linéaire,

donc d’apres la section 3, il existe un unique b € R"™ tel que [df](a) : h+—=b-h = )" bjh;.
j=1

Définition 4.24. Soit f : U — R différentiable en a € U, on appelle gradient de f en a, et on note V f(a)
(ou grad(f)(a)) I'unique vecteur de R™ tel que : Vh € R™, [df](a).h = (Vf(a)) - h.

Calcul du gradient. On a Vf(a) = (%(a},...,aia (a)) = > ngj(a)ej, ou les ngj(a) sont réels car

f:U — R. On calcule donc facilement le gradient a partir des éérlivées partielles.
Remarques 4.25. 1. La formule ci-dessus a du sens des que f a des dérivées partielles en a, mais la
notion de gradient n’a de sens que lorsque f est différentiable en a, et est & valeurs dans R.
2. Géométriquement, si V f(a) # 0, c’est la direction de plus forte croissance de f en a. Il est orthogonal
en a a la ligne de niveau f(a) : L) = {z € R"[f(z) = f(a)}.

4.5 Casoun=1

Lorsquea € U C Ret f : U — R™, plusieurs objets coexistent : la dérivée f'(a) = (fi(a),..., f/,(a)) € R™,
la différentielle [df](a) : R — R™, et l'unique dérivée partielle %(a) € R™ (sous réserve d’existence).
Proposition 4.26. Soient f : U — R™ avec U C R et a € U, les conditions suivantes sont équivalentes :
1. f est dérivable en a,
2. f a une dérivée partielle en a (selon l'unique variable x),
3. f est différentiable en a.
Lorsque ces conditions sont vérifiées, on a f'(a) = %(a) et [df](a) : h— hf'(a).
Cas de la dérivée d’une composée. Soient U CR, V CR™, f:U -V, g:V > RPetacU.Si f est

dérivable en a et g est différentiable en f(a), alors (g o f) est dérivable en a d’aprés 4.26 et 4.21. De plus
(voir par exemple TD 3 exercices 4 et 6), on a I’égalité suivante dans R? :

(90 1)(a) = [dg)(F(@)).('(@)) = 3 22
k=1

(f(a)) fr.(a)-

5 Fonctions de classe C2

Définition 5.1. Soit f: U — R, on dit que f est de classe C? sur U, si ses dérivées partielles existent et
sont de classe C! sur U. On appelle alors dérivées (partielles) secondes les dérivées partielles des fonctions
g—wfl, cey %, et on note pour tout i etj € {1,...,n}, pour tout x € U :

0% f a ,0f 0% f o ,0f

K2




Classe C2. Pour prouver qu’une fonction est C2, on a des résultats similaires & 4.18, 4.19 et 4.21 dans le
cas C2. Une fonction obtenue par opérations élémentaires a partir de fonctions C? est donc C2. On utilise
ceci et le fait que les fonctions des exemples 1.13 et 4.9 sont de classe C? sur leur domaine de définition.

Théoréme 5.2 (Schwarz). Si f est C2, alors pour touti et j € {1,...,n}, Vo € U, %(w) = 8:;9-250:1:- ().
10z 50z,

Remarques 5.3. 1. Pour calculer les dérivées secondes de f en a, il faut connaitre ses dérivées partielles
sur un voisinage de a, et pas seulement au point a.
2. On peut définir les dérivées secondes de f en a sous des hypotheses plus faibles que “f de classe C?”,
mais le théoreme 5.2 n’est plus vrai.
Définition 5.4. Si f : U — R est de classe C?, on appelle la matrice Hess(f)(a) € M,,,, dont les

coefficients sont les (8328’; (a)) la hessienne de f en a.
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Calcul des dérivées secondes et de la hessienne. Pour calculer %afzj(a), on dérive successivement
f par rapport a x; et z; en traitant a chaque fois les autres variables comme des constantes. Pour calculer
la hessienne Hess(f)(a), on calcule toutes les dérivées secondes de f en a. D’apres le théoreme 5.2, il suffit
de le faire pour les indices i < j. On obtient les autres termes par symétrie.

Proposition 5.5 (Formule de Taylor a l'ordre 1). Soit f : U — R différentiable en a € U, on a :

(5.1) fla+h) = Z J@x )+ N (||h||) ou encore,
52) £@) = Fla) + Y (e - a»ﬁjj(a) + o (=~ al).

Proposition 5.6 (Formule de Taylor & I'ordre 2). Soit f : U — R de classe C*> eta € U, on a :

(5.3) fla+h) = +Zh + S Y h h]a a -(a) + hgo(||h||2), ou encore,
%z;zz
- d 1 02
(5.4) f(z) = fla)+ jz::l(xj — aj)axfj(a) + 3 1; (2 —a;)(zj — aj)@xiﬁfasj (a) + th(Hm — aHQ).
1<j<n

Développement de Taylor. On appelle partie principale du développement de Taylor a 'ordre ¢ € {1,2}
de f en a les termes précédant le petit o dans les parties droites des formules ci-dessus. Pour les calculer,
on calcule les dérivées partielles qui apparaissent dans la formule, donc jusqu’a l'ordre q.

Remarques 5.7. 1. La partie principale du développement de Taylor de f en a a 'ordre g est un po-
lyndme de degré g en n variables ((hq, ..., h,) pour la premiere forme, (x1,...,x,) pour la seconde).
C’est le polynéme de degré au plus g en n variables qui approche “le mieux” f au voisinage de a.

2. En particulier, si f est un polynéome de degré inférieur a ¢, il est égal a la partie principale de son
développement de Taylor a ’ordre ¢ en un point quelconque.

3. On dit que f est de classe C* sur U, si toutes ses dérivées partielles jusqu’a I'ordre k existent et sont
continues sur U. L’ordre dans lequel on effectue les dérivations n’a pas d’importance d’apres 5.2. On
a alors des formules de Taylor pour f & tout ordre g € {1,...,k} et en tout point a € U. On dit que
f est de classe C*> sur U si elle y est de classe C¥ pour tout k € N.

4. Le contenu de cette section s’étend au cas des fonctions vectorielles f : U — R™, sauf la notion de
hessienne.

6 Points critiques, extrema

Définition 6.1. Soit f: U — R et a € U, on dit que a est un mazimum (resp. un minimum) global de f
siVa € U, f(z) < f(a) (resp. f(z) > f(a).

On dit que a est un mazimum (resp. un minimum) local de f §'il existe r > 0 tel que B(a,r) C U et
Vz € B(a,r), f(x) < f(a) (resp. f(z) > f(a)).

On dit que a est un extremum global (resp. local) de f, si a est un maximum global (resp. local) ou un
minimum global (resp. local) de f.



Définition 6.2. Soit f : U — R™ différentiable a € U, on dit que a est un point critique de f lorsque
[df](a) est lapplication linéaire nulle, c’est-a-dire si toutes les dérivées partielles de f s’annulent en a.

Proposition 6.3. Soit f : U — R différentiable a € U, si a est un extremum local de f alors a est un
point critique de f, c’est-a-dire [df](a) est nulle, ou encore V f(a) = 0.

Remarques 6.4. 1. La réciproque est fausse, par exemple 0 est critique pour z — 2% de R dans R.

2. Un extremum global est en particulier en extremum local.

3. La notion d’extremum n’a de sens que pour les fonctions, alors que celle de point critique a du sens
pour toutes les fonctions vectorielles.

Détermination des points critiques. Pour déterminer les points critiques d’une fonction vectorielle
différentiable f : U — R™, on commence par calculer ses dérivées partielles, puis on cherche les points
x € R™ ou elles s’annulent simultanément. On a généralement a résoudre un systeme compliqué d’équations.
Détermination des extrema. On n’a pas de méthode générale pour déterminer les extrema d’une
fonction f : U — R qui n’est pas au moins différentiable. Si f est différentiable, on calcule ses points
critiques, ceux ou V f s’annule, puis on détermine lesquels sont des extrema locaux. Il faut ensuite regarder
les valeurs de f sur les différents extrema locaux pour déterminer si certains sont globaux.

Remarque 6.5. Une fonction peut ne pas avoir d’extrema. Elle peut aussi avoir des extrema locaux mais
pas d’extrema globaux, par exemple f : R — R définie par = — 23 — 2.

Définition 6.6. Soit f : U — R de classe C2 et a € U un
point critique de f. On dit que a est un point critique dégénéré

si det(Hess(f)(a)) = 0 et non dégénéré sinon. %\

Définition 6.7. Un point critique non dégénéré qui n’est pas RLLAA - ,
un extremum local est appelé un point selle ou point col. '

Soient U C R?, f : U — R de classe C% et @ € U un point

critique non dégénéré de f.

Proposition 6.8. Si det(Hess(f)(a)) > 0, le point a est un Graphe d’une fonction de R? dans R

au voisinage d’un point col.

a
extremum local de f, si det(Hess(f)(a)) <0, le point a est un Source : Wikipedia,

point col de f.

Comme det(Hess(f)(a)) = %(Q)%(a) - (aa;gy (a))? (voir section 3), si cette quantité est positive, alors
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%(a) et 5,2 (a) sont non nuls et de méme signe.

2 2
Proposition 6.9. Si %(a) et g—y{(a) sont positifs alors a est un minimum local, s’ils sont négatifs, a
est un mazimum local.

Nature des points critiques. Dans le cas d’une fonction f: U — R de classe C2 avec U C R2 et a € U
un point critique de f non dégénéré, on peut déterminer si a est un maximum local, un minimum local ou
un point selle. On calcule les dérivées secondes de f en a, puis det(Hess(f)(a)), et on applique 6.8 et 6.9.

Remarque 6.10. Lorsque a est un point critique dégénéré on ne peut rien dire. Il existe des exemples avec
a minimum local, avec ¢ maximum local et avec a qui n’est pas un extremum local.

Définition 6.11. Soient g : U — R de classe C! et 2 € R, on note L, = {z € Ulg(z) = 2} la ligne de
niveau z. On dit que z est un niveau régulier de g si pour tout x € L,, Vg(x) # 0.

Théoréme 6.12 (des extrema liés). Soient f et g : U — R de classe C' et z € R un niveau régulier
de g. Si la restriction de f a L, atteint un extremum local en © € L., alors il existe A € R tel que
Vf(x) = AVg(x). Le réel X est appelé multiplicateur de Lagrange.

Remarque 6.13. Les points « € L, tels qu’il existe A € R vérifiant V f(x) = AVg(z) sont les points critiques
de f restreinte a L,. Ce ne sont pas tous des extrema de la restriction.

Recherche d’extrema liés. On utilise ce théoréeme pour déterminer les points critiques d’'une fonction
de classe C!, f : R? — R, restreinte & une courbe (resp. f : R® — R restreinte & une surface) qui est définie
par une équation du type g(z) = z ot z est une constante et g est C1. Pour cela, on calcule les gradients
de f et de g en tout point de la courbe (resp. de la surface) et on détermine en quels points il existe
un multiplicateur de Lagrange. Il reste ensuite & déterminer, lesquels parmi ces points sont des extrema
locaux, globaux. Un exemple est donné dans le dernier exercice de la fiche 4 du TD.
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